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Исследована задача оптимального управления движением космического аппа-
рата при применении комбинированной схемы его выведения на орбиту искус-
ственного спутника Марса. В качестве основных критериев оптимальности
использованы максимум скорости вылета космического аппарата из атмосфе-
ры и максимум ширины коридора входа аппарата в атмосферу. Разработа-
ны аналитический метод и алгоритм ускоренного расчета квазиоптимальных
траекторий выведения аппаратов на спутниковые орбиты. Полученные дан-
ные использованы в качестве первого приближения при решении задач опти-
мального управления космическим аппаратом в общей постановке. Анализ чи-
сленных материалов показал принципиальную возможность реализации пред-
ложенной комбинированной схемы выведения при использовании космического
аппарата с аэродинамическим качеством более 0,3. Полученные результаты
имеют практическое значение и могут быть использованы при исследовании
конкретных миссий дальнего космоса.
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The article analyzes the spacecraft optimal control problem while using a combined
profile of the spacecraft insertion into the orbit of the Mars artificial satellite. The
authors use both the maximum atmosphere escape velocity and the maximum width
of the re-entry corridor of the spacecraft as the main criteria of optimization. Both
an analytical method and algorithm are used for a high-speed calculation of the
quasi-optimal trajectories of the spacecraft insertion into the satellite orbits. The
obtained results are regarded as an initial approximation for solving the spacecraft
optimal control problem in a general statement. The numerical data obtained during
the research showed the possibility of implementing the proposed combined profile of
the spacecraft insertion into the orbit, if a spacecraft with a lift-to-drag ratio of over
0.3 is used. The results are of practical importance and can be used while analyzing
certain deep space missions.
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Одной из важнейших проблем организации космических миссий
для изучения Марса и других планет Солнечной системы является
выработка и обоснование требований к энергетическим и массово-
габаритным параметрам создаваемых перспективных космических ап-
паратов (КА). Это обусловливается необходимостью учета различных
факторов, влияющих на проектный облик и массовые характеристики
автоматических и пилотируемых КА. К ним, в первую очередь, отно-
сится разработка мер защиты от радиационных воздействий, средств
и способов создания искусственных гравитационного и магнитного
полей, технологий производства топлива из местных ресурсов и др.
[1, 2].

Все это в сочетании с необходимостью решения широкого спектра
научно-исследовательских целевых задач предопределяет исключи-
тельную важность проблемы поиска путей увеличения доли научной
аппаратуры в общем весовом балансе КА. Существенным резервом в
решении этой проблемы является организация движения КА по энер-
гетически оптимальным траекториям.

Практика показывает, что при планировании космических экспе-
диций к планетам Солнечной системы, как правило, предполагается
использование ракетодинамических схем формирования спутниковых
орбит (например, программа “ExoMars” [3]). Вместе с тем, представля-
ется интересным оценить энергетическую эффективность применения
комбинированной схемы, предусматривающей предварительное аэро-
динамическое торможение КА в атмосфере и последующий его разгон
в апоцентре промежуточной орбиты.

Проблеме поиска оптимального управления КА при движении на
припланетных участках и в атмосфере посвящен ряд работ отечествен-
ных и зарубежных авторов [4–15]. Проводимые исследования осно-
вывались на использовании фундаментальных методов оптимального
управления КА [4–10]. Кроме того, известен ряд работ, посвященных
решению отдельных задач оптимизации траекторий полета КА в атмо-
сфере при его выведении на орбиту искусственного спутника Марса
(ИСМ). Однако в них рассматривается, как правило, однопараметри-
ческое управление КА углом крена на основе упрощенных матема-
тических моделей движения КА в атмосфере [11–15]. В результате,
найденные решения носят частный характер, а рассчитанные траек-
тории полета КА содержат большие вычислительные погрешности. В
настоящей работе исследуется совместное оптимальное двухпараме-
трическое управление углами крена γ и атаки α при формировании
орбит ИСМ для системы дифференциальных уравнений, описываю-
щих пространственное движение КА.
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Следует отметить, что решение задач оптимального управления
космическими аппаратами (КА) связано с рядом существенных труд-
ностей. Система дифференциальных уравнений движения КА с уче-
том влияния действующих на него сил не может быть преобразована
к аналитическому виду, так как эти уравнения не имеют конечного ре-
шения в результате их интегрирования. Поэтому возникает необходи-
мость в использовании численных методов оптимизации нелинейных
систем уравнений, предусматривающих проведение многопараметри-
ческих итерационных процессов решения краевых задач [5–9]. Прак-
тика показывает, что на точность и быстродействие вычислительных
процессов решения таких задач значительное влияние оказывает вы-
бор первого приближения краевых значений, вектора состояния систе-
мы и вектора сопряженных переменных. При этом если количествен-
ная оценка параметров вектора состояния может быть дана на основе
анализа динамики движения КА, то предварительно оценить значения
всех сопряженных переменных, не имеющих явного физического обо-
снования, практически невозможно. Вместе с тем, неудачный выбор
первого приближения может привести не только к большой продолжи-
тельности решения краевых задач, но и в ряде случаев к несходимости
вычислительного процесса в принципе.

Одно из перспективных направлений поиска состоит в разработке
аналитических методов определения структуры оптимального упра-
вления и расчета параметров движения КА. Кроме сокращения затрат
расчетного времени это дает и другие преимущества. Форма решения
получается более наглядной, что облегчает проведение сравнитель-
ного анализа различных вариантов. Оптимальные законы управления
могут иметь вид явных зависимостей от начальных условий и параме-
тров системы, что позволяет оценить степень влияния той или иной
характеристики на управляющие параметры.

Постановка задачи. Рассмотрим основные критерии оптималь-
ного управления КА, определяющие принципиальную возможность и
эффективность реализации предлагаемой схемы:

— минимум потребных энергозатрат на формирование орбит ИСМ;
— максимум коридора входа КА в атмосферу.
Движение КА в атмосфере по аналогии с работами [5, 6, 15] описы-

вается системой дифференциальных уравнений в скоростной системе
координат с учетом влияния гравитационных, аэродинамических, цен-
тробежных и кориолисовых сил в предположении центральности поля
тяготения:

dV

dt
= −
ρV 2Cx(α)S

2m
− g sin θ−ω2r cosϕ (sinϕ sin ε cos θ − cosϕ sin θ) ;
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dθ

dt
=
ρV Cy(α)S

2m
cos γ −

g

V
cos θ +

V

r
cos θ + 2ω cosϕ cos ε+

+
ω2r

V
cosϕ (sinϕ sin ε sin θ + cosϕ cos θ) ;

dε

dt
=
ρV Cy(α)S

2m

sin γ

cos θ
−
V

r
cos θ cos ε tgϕ−

2ω

cos θ
(cos θ sinϕ−

− sin ε sin θ cosϕ)−
ω2r

V
sinϕ cosϕ

cos ε

cos θ
; (1)

dh

dt
= V sin θ,

dλ

dt
=
V

r

cos θ cos ε

cosϕ
,
dϕ

dt
=
V

r
cos θ sin ε;

r = R + h, g =
μ

r2
, K =

Cy(α)

Cx(α)
, Px =

m

Cx(α)S
;

здесь V — скорость КА, θ — угол наклона вектора скорости к местному
горизонту, ε — курсовой угол, r — радиус-вектор, соединяющий центр
планеты и положение КА, λ и ϕ — долгота и широта подспутниковых
точек КА, m — масса КА, t — время, ρ — плотность атмосферы, Cx
и Cy — аэродинамические коэффициенты лобового сопротивления и
подъемной силы соответственно, R — радиус планеты, h — высота
полета, g — ускорение силы тяжести, μ — произведение постоянной
притяжения на массу планеты, S — площадь миделева сечения.

Значения управляющих параметров α и γ могут изменяться в пре-
делах

0 ≤ α ≤ αmax, −π ≤ γ ≤ π. (2)

Для различных моделей атмосферы Марса (минимальная, номи-
нальная, максимальная) плотность ρ в зависимости от высоты полета
КА определяется в соответствии с методикой, изложенной в работах
[16, 17].

Значения коэффициентов Cx и Cy зависят от форм КА. В качестве
примеров рассматривались аппараты сегментно-конической формы с
максимальным аэродинамическим качеством Kmax = 0,34; типа “несу-
щий корпус” с Kmax = 1,5; самолетной формы с Kmax = 2,4. Для таких
форм зависимости Cx, Cy и K от угла атаки α приведены на рис. 1
[5, 15].

Будем считать, что начальная точка траектории t = t0 соответ-
ствует моменту входа КА в атмосферу Марса. При этом все значения
начальных параметров КА известны:

V (t0) = V0, θ (t0) = θ0, ε (t0) = ε0, h (t0) = h0,

λ (t0) = λ0, ϕ (t0) = ϕ0.
(3)
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Рис. 1. Зависимости коэффициентов лобового сопротивления CxCxCx, подъемной
силы CyCyCy и аэродинамического качества K от угла атаки α (M > 4M > 4M > 4):
————————— — космический самолет с Kmax = 2,4; – – –– – –– – – — КА типа “несущий корпус” с
Kmax = 1,5; – ∙ – ∙ –– ∙ – ∙ –– ∙ – ∙ – — КА скользящего типа с Kmax = 0,34

В конечной точке траектории t = tк (вылет КА из атмосферы)
известно значение высоты полета h (tк) = hатм или радиуса-вектора
КА r (tк):

r (tк) = rк = R + hатм; (4)

здесь hатм = 100 км — высота условной границы атмосферы Марса.
При выведении на орбиту ИСМ с заданным радиусом апоцентра rα

должно выполняться соотношение, связывающее значения конечных
параметров Vк, θк и rк:

Vк =

√
2μrα (rα − rк)
rк (r2α − r2к cos2 θк)

. (5)

В качестве критерия оптимальности использовался максимум ско-
рости КА в конечной точке траекторий J = Vк = max, что обеспе-
чивает минимум потребных энергозатрат при формировании орбиты
ИСМ [5, 15].

Задача максимизации коридора входа КА в атмосферу сводится к
решению двух независимых вариационных задач о нахождении ми-
нимума и максимума высот условного перицентра, характеризующих
верхнюю и нижнюю границы коридора входа:

min hHπ = min

[
r20V

2
0 cos

2 θH0
μ(e+ 1)

−R

]

или

min hBπ = max

[
r20V

2
0 cos

2 θB0
μ(e+ 1)

−R

]

,

где е — эксцентриситет подлетной орбиты.
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Сформулируем задачу оптимального управления КА в общем ви-
де: для процессов, описываемых системой дифференциальных урав-
нений (1), требуется определить программу управления углами α(t)
и γ(t), обеспечивающую экстремум функционала J при ограничени-
ях (2) и краевых условиях (3)–(5).

Верхняя и нижняя границы коридора входа определяются путем
итерационного поиска значений траекторных углов θ0, при которых
при оптимальном управлении КА обеспечиваются заданные ограни-
чения и краевые условия.

Указанные задачи решались с помощью принципа максимума Пон-
трягина [18].

Запишем гамильтониан:

H =
6∑

i=1

fiΨi = −
ρV 2Cx (α)S

2m
Ψ1+

+
ρV Cy (α)S

2m
cos γΨ2 +

ρV Cy (α)S

2m cos θ
sin γΨ3 + Φ,

где Φ — функция, не зависящая в явном виде от управляющих пара-
метров α и γ.

Сопряженные переменные имеют вид:

dΨ1
dt
= −
∂H

∂V
,
dΨ2
dt
= −
∂H

∂θ
,
dΨ3
dt
= −
∂H

∂ε
,

dΨ4
dt
= −
∂H

∂h
,
dΨ5
dt
= −
∂H

∂λ
,
dΨ6
dt
= −
∂H

∂ϕ
.

(6)

Из условия максимума гамильтониана H получим формулы для
определения законов оптимального управления углами крена и атаки:

γ = arctg
Ψ3

Ψ2 cos θ
,
∂Cy/∂α

∂Cx/∂α
=

VΨ1 cos θ

Ψ2 cos θ cos γ +Ψ3 sin γ
.

С учетом условия трансверсальности определим значения со-
пряженных переменных и гамильтониана в конечной точке траекто-
рии [19]:

Ψ1 (tк) = 1, Ψ3 (tк) = Ψ5 (tк) = Ψ6 (tк) = H (tк) = 0. (7)

Учитывая, что в правых частях дифференциальных уравнений (1)
не содержится в явном виде переменная λ, получаем соотношение

dΨ5
dt
= −
∂H

∂λ
= 0.

Сопоставляя это соотношение с условием равенства нулю сопря-
женной переменной Ψ5 (tк), приходим к выводу о том, что Ψ5 (t) ≡ 0
на всем участке полета КА, включая граничные точки траектории

Ψ5 (t0) = Ψ5 (tк) = 0. (8)
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Далее, из условия H (tк) = 0 составим дополнительное уравнение,
связывающее неизвестные параметры в конечной точке траектории,

dV

dt
+
dθ

dt
Ψ2 +

dh

dt
Ψ4 = 0. (9)

В результате задача определения оптимального управления, обес-
печивающего максимум скорости при вылете КА из атмосферы, сво-
дится к решению пятипараметрической краевой задачи для дифферен-
циальных уравнений (1), (6) и краевых условий (3)–(5), (7)–(9).

Как было отмечено ранее, решение такого типа задач классически-
ми методами сопряжено со значительными трудностями. Для упроще-
ния поиска оптимальной структуры управления КА разработан следу-
ющий аналитический метод.

Метод расчета оптимальных траекторий. При разработке ана-
литического метода использовались общеизвестные допущения, обо-
снованные в ряде работ [5, 7, 12, 14, 15]:

h� R, ρ = ρ0 exp (−βh) , Fк + Fц � Fгр � Fа,

где Fк, Fц, Fгр, Fa — кориолисова, центробежная, гравитационная и
аэродинамическая силы соответственно; ρ0 — плотность атмосферы на
поверхности планеты; β — логарифмический коэффициент изменения
плотности атмосферы от высоты.

В результате система (1) перепишется в виде

dV

dt
= −
ρV 2CxS

2m
,
dθ

dt
=
ρV CyS

2m
cos γ − ρVM1;

dε

dt
=
ρV CyS

2m

sin γ

cos θ
− ρVM2,

dh

dt
= V sin θ;

dλ

dt
=
V

R

cos θ cos ε

cosϕ
,
dϕ

dt
=
V

R
cos θ sin ε;

M1 =

(
gR

V 2
− 1

)
cos θ

ρR
, M2 =

cos θ cos ε tgϕ

ρR
.

(10)

Следуя [5, 15], будем считать M1 иM2 — кусочно-постоянными функ-
циями.

Введем замены переменных

dt = −dV
2m

ρV 2CxS
, z = − lnV0.

Это позволит без введения дополнительных допущений упростить
анализ уравнений сопряженных переменных и законов оптимального
управления.
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В результате получим систему, не содержащую в явном виде аргу-
мент z:
dθ

dz
=
Cy

Cx
cos γ −

2mM1
CxS

,
dε

dz
=
Cy

Cx

sin γ

cos θ
−
2mM2
CxS

,

dρ

dz
= −
2mβ sin θ

CxS
,
dλ

dz
=
2m cos θ cos ε

ρRCxS cosϕ
,
dϕ

dz
=
2m cos θ sin ε

ρRCxS
.

(11)

Отметим, что при движении КА в атмосфере аргумент z возрастает.
Для определения оптимальных законов управления параметрами

α и γ воспользуемся принципом максимума Понтрягина [18]. При
z0 ≥ z ≥ zк гамильтониан и система уравнений сопряженных пере-
менных запишутся следующим образом:

H = Ψ0 +
Cy

Cx
cos γΨ1 −

2mM1
CxS

Ψ1 +
Cy

Cx

sin γ

cos θ
Ψ2 −

2mM2
CxS

Ψ2−

−
2mβ sin θ

CxS
Ψ3 +

2m cos θ cos ε

ρRCxS cosϕ
Ψ4 +

2m cos θ sin ε

ρRCxS
Ψ5; (12)

dΨ1
dz
= −
∂H

∂θ
= −
Cy

Cx

sin γ sin θ

cos2 θ
Ψ2 +

2mβ cos θ

CxS
Ψ3+

+
2m sin θ cos ε

ρRCxS cosϕ
Ψ4 +

2m sin θ sin ε

ρRCxS
Ψ5;

dΨ2
dz
= −
∂H

∂ε
=
2m cos θ sin ε

ρRCxS cosϕ
Ψ4 −

2m cos θ cos ε

ρRCxS
Ψ5; (13)

dΨ3
dz
= −
∂H

∂ρ
=
2m cos θ cos ε

ρ2RCxS cosϕ
Ψ4 +

2m cos θ sin ε

ρ2RCxS
Ψ5;

dΨ4
dz
= −
∂H

∂λ
= 0,

dΨ5
dz
= −
∂H

∂ϕ
= −
2m cos θ cos ε sinϕ

ρRCxS cos2 ϕ
Ψ4.

При использовании в качестве аргумента параметра z, согласно
[19], в систему (11) вводится дополнительное дифференциальное урав-
нение dz/dz = 1. В связи с тем, что правые части этой системы не
содержат в явном виде аргумент z, соответствующее уравнение для
сопряженной переменной Ψ0 определяется формулой dΨ0/dz = 0.

Согласно сделанному предположению, в уравнения (11)–(13) вхо-
дят кусочно-постоянные разрывные функции M1,M2. Однако в силу
теоремы Вейерштрасса – Эрдмана [19] наличие разрывов в правых ча-
стях уравнений не нарушает непрерывности гамильтониана и сопря-
женных переменных:

Ψi [zj +O(z)] = Ψi [zj −O(z)] , H [zj +O(z)] = H [zj −O(z)] ,
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где zj — значения аргумента, соответствующее j-му моменту разрыва
функцийM1(z) илиM1(z), O(z) — величина меньшего порядка, чем z.

Законы изменения α и γ при оптимальном управлении определя-
ются в результате решения системы ∂H/∂α = 0, ∂H/∂γ = 0, и их
можно записать в виде

∂Cy

∂α
cos γΨ1 +

∂Cy

∂α

sin γ

cos θ
Ψ2 +

∂Cx

∂α
Ψ0 = 0, tg γ =

Ψ2
Ψ1 cos θ

. (14)

Граничные условия для сопряженных переменных Ψi (i = 0, 1, . . .
. . . , 5) при z = z0 и z = zк получим из условия трансверсальности
[19]:

I −Hδz +Ψ0δz +Ψ1δθ +Ψ2δε+Ψ3δρ+Ψ4δλ+Ψ5δϕ = 0. (15)

Таким образом, для определения оптимальных законов изменения
управляющих параметров α и γ необходимо решить уравнения (14) с
учетом дифференциальных связей (11)–(13) и краевых условий (15).

В рамках предложенного метода применительно к широкому клас-
су задач оптимального управления КА в атмосфере можно записать
общие формулы для определения сопряженных переменных Ψ0 и Ψ4:

Ψ0 = a0, Ψ4 = a4. (16)

В связи с тем, что гамильтониан H в явном виде не зависит от
аргумента z, справедливо соотношение H = a, что позволяет записать
дополнительное уравнение связи между неизвестными параметрами
движения КА и сопряженными переменными:

dθ

dz
Ψ1 +

dε

dz
Ψ2 +

dρ

dz
Ψ3 +

dϕ

dz
Ψ5 = a− a0 −

dλ

dz
a4. (17)

Другие неизвестные параметры, в том числе сопряженные пере-
менные Ψ1 и Ψ2, в явном виде влияющие на законы оптимального
управления КА, определяются в зависимости от условий поставлен-
ных вариационных задач.

Применительно к рассматриваемой задаче максимизации скорости
КА при вылете из атмосферы, что соответствует критерию оптималь-
ности J = zк = min, из условия трансверсальности (15) для конечной
точки траектории получим:

Ψ0к = −1, Ψ2к = Ψ4к = Ψ5к = Hк = 0. (18)

Учитывая соотношения (16)–(18), из уравнений (13) найдем реше-
ния для сопряженных переменных:

Ψ0 ≡ −1, Ψ2 ≡ Ψ4 ≡ Ψ5 ≡ H ≡ 0, Ψ3 ≡ a3,

Ψ1 = Ψ10 +
2mβa3
CxS

z∫

z0

cos θdz.
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Оптимальный закон управления углом γ, обеспечивающий макси-
мум гамильтониана H , имеет вид (см. (12)):

cos γ = signΨ1, (19)

т.е. либо γ = 0 при Ψ1 ≥ 0, либо γ = π при Ψ1 < 0.
Постоянную a3, знаком которой определяется знак производной

сопряженной переменной Ψ1, найдем из условия равенства нулю га-
мильтониана в конечной точке

a3 =

(
dz

dρ
−Ψ1

dθ

dρ

)

z=zк

.

Анализ динамики движения КА на участке его вылета из атмосфе-
ры показывает, что приращение угла θ близко к нулю, тогда как ин-
тенсивность изменения плотности атмосферы с увеличением высоты
достигает значительных величин. Это позволяет пренебречь вторым
слагаемым последнего уравнения.

Поскольку при z = zк dz > 0, dρ < 0, то a3 < 0 и dΨ1/dz < 0.
Следовательно, функция Ψ1(z) является монотонно убывающей и

может менять знак с плюса на минус не более одного раза. Итак,
в общем случае структура оптимального управления углом крена γ
представляет собой одноразовое переключение γ с 0 на π. При этом
принципиально возможны случаи, когда оптимальным является дви-
жение КА с постоянными значениями угла крена γ: либо с γ = 0, либо
с γ = π.

Для нахождения оптимального закона управления параметром α
воспользуемся условием (14). Учитывая, что Ψ2 ≡ 0, Ψ0 ≡ −1, полу-
чаем:

∂Cx

∂α

/
∂Cy

∂α
= cos γΨ1.

В частности, для зависимостей

Cx (α) = Cx0 + A sin
2 (mα− n) ,

Cy (α) = Cy0 + B sin(mα− n) cos (mα− n) ,

приведенных в работе [5], закон изменения α при оптимальном упра-
влении принимает вид

α =
1

2m
arctg

(
B cos γΨ1
A

)

+
n

m
. (20)

Анализ данного уравнения показывает, что зависимость угла атаки
α от аргумента z имеет ярко выраженный минимум αmin = n/m,
достигаемый в момент переключения угла крена γ. В случаях, если
γopt = 0 или γopt = π, минимальное значение угла α достигается в
конечной точке траектории.
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Таким образом, с помощью уравнений (19), (20) определяется
структура двухпараметрического оптимального управления углами
крена и атаки при движении КА на участке предварительного аэроди-
намического торможения при выведении на орбиту ИСМ.

Алгоритм ускоренного расчета траекторий движения КА. Для
определения траекторий движения КА, соответствующих найденной
структуре оптимального управления, разработан алгоритм ускоренно-
го расчета, базирующийся на прогнозировании оставшихся участков
полета на основе данных о текущих координатах КА. В качестве не-
зависимого аргумента при расчете траекторий использовалась пере-
менная zi, изменяющаяся в диапазоне от zmin = z0 до zmax = zк с
интервалом Δz. Значения скорости КА Vi, траекторного угла θi, высо-
ты полета hi и курсового угла εi вычисляются в зависимости от zi.

Скорость Vi определяется в соответствии с введенной заменой пе-
ременных для преобразования системы уравнений (10) по формуле

Vi = e
−zi . (21)

Зависимость траекторного угла θ от аргумента z определяется на
основе интегрирования первого уравнения системы (11) и может быть
записана в виде

θi+1 = θi + (K cos γ − 2PxM1) (zi+1 − zi) . (22)

Из анализа функции M1 следует, что она имеет монотонно возра-
стающий характер. Сразу после входа КА в атмосферу функция M1
является отрицательной, затем обращается в ноль и принимает поло-
жительные значения. Из зависимости (22) следует, что траекторный
угол θ в процессе движения КА имеет аналогичный характер: меняет-
ся от отрицательных значений до положительных.

Поделив первое уравнение системы (11) на третье, получим диф-
ференциальное уравнение с разделяющимися переменными

dθ

dρ
= −
CyS cos γ − 2mM1

2mβsinθ
.

После его интегрирования с учетом экспоненциальной зависимо-
сти плотности атмосферы от высоты получаем соотношение между
текущими значениями высоты полета h и траекторного угла θ

hi+1 = hi −
1

β
ln

[
β

ρ0
∙
cos θi+1 − cos θi
M1 −K cos γ/2Px

]

. (23)

Для определения значений курсового угла εi проинтегрируем диф-
ференциальное уравнение, полученное путем деления второго урав-
нения системы (11) на первое. В результате запишем формулу

εi+1 = εi +

Cy sin γ

cos θi
− 2mM2

CxS cos γ − 2mM1
. (24)
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Таким образом, с использованием соотношений (21)–(24) рас-
считываются траектории движения до выхода КА из атмосферы
(hк = 100 км) с параметрами Vк, θк и εк. При этом расчеты могут
проводиться при различных программах управления углами крена и
атаки.

Для определения скорости, траекторного и курсового углов при
выходе КА из атмосферы в инерциальной системе координат исполь-
зуются следующие соотношения [4]:

Vки =
√
V 2к + V

2
вр + 2VкVвр cos θк cos εк, Vвр = ωrк cosϕки,

θки = arcsin

(

sin θк
Vк

Vки

)

, εки = arcsin

(

sin εк
Vк cos θк
Vки cos θки

)

.

Поскольку при использовании структуры оптимального управле-
ния (19), (20) плоскость движения КА не меняется, широту подспут-
никовой точки при выходе КА из атмосферы можно рассчитать по
формуле в зависимости от наклонения орбиты i и курсового угла εки:

ϕки = arccos
cos i

cos εки
.

Определив параметры Vки, θки, εки и вычислив значения кеплеров-
ских интегралов энергии C1 и площадей C2

C1 =
2μ

rк
− V 2ки, C2 = r

2
кV
2

ки cos
2 θки, rк = R + 100 км,

получим формулы для расчета высоты и скорости КА в апогее пере-
ходной орбиты

hα =
μ−

√
μ2 − C1C2
C1

−R, Vα =

√

V 2к −
2μ (rα − rк)
rαrк

. (25)

Разработанные зависимости (21)–(25) положены в основу алгорит-
ма определения управляющих параметров, при которых обеспечива-
ется максимум скорости вылета КА из атмосферы и, соответственно,
скорости аппарата в апогее переходной орбиты.

Как было отмечено, вход КА в атмосферу при использовании опти-
мальной структуры управления осуществляется с нулевым углом кре-
на и углом атаки α∗, соответствующим максимальному значению аэ-
родинамического качества. Далее с интервалом Δz = zi+1 − zi по
соотношениям (21)–(24) пересчитываются текущие значения скорости
Vi, углов θi, εi и высоты полета hi. В результате определяются значе-
ния скорости Vк, траекторного θк и курсового εк углов при вылете КА
из атмосферы для двух различных режимов полета: с γ = 0, α = α∗

и γ = π, α = α∗. В соответствии с уравнением (25) вычисляются
значения высот апогея переходных орбит hα1(γ = 0) и hα2(γ = π).
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Нетрудно видеть, что сразу после входа КА в атмосферу планеты
будут справедливы соотношения: hα1 > hαзад и hα2 < hαзад, где hαзад —
заданная высота апогея формируемой орбиты. В процессе полета КА
с нулевым значением угла крена и более позднего его переключения
на γ = π высота hα2 будет возрастать, достигая в определенный мо-
мент времени t∗ заданную высоту hαзад. Начиная с этого момента в
соответствии с установленной структурой оптимального управления
(19), (20) угол атаки α уменьшается, обеспечивая тем самым снижение
действующей на КА подъемной силы и его полет в более плотных сло-
ях атмосферы. Такое управление углом атаки α сначала обеспечивает
снижение интенсивности роста высоты hα2, а затем по достижении
некоторого угла α′ прекращение роста hα2. После этого происходит
разворот КА по углу атаки, что соответствует возрастанию подъемной
силы и аэродинамического качества. В результате высота hα2 начинает
уменьшаться, приближаясь к заданной высоте hαзад. В момент дости-
жения hα2 заданной высоты апогея hαзад угол атаки α устанавливается
равным α∗, а угол крена γ принимает значение, равное π. При таком
режиме полета обеспечиваются необходимые условия вылета КА из
атмосферы и достижение заданной высоты апогея hα2.

Таким образом, с применением описанного вычислительного алго-
ритма рассчитываются траектории движения аппарата на этапе пред-
варительного аэродинамического торможения при обеспечении мак-
симальной скорости выхода КА из атмосферы. Полученные резуль-
таты в дальнейшем использовались в качестве первого приближения
при решении задач оптимального управления КА при его выведении
на орбиту искусственного спутника Марса, что позволяет существен-
но сократить продолжительность вычислительного процесса решения
вариационных задач.

Анализ численных результатов. Решение краевых задач, выпол-
ненное в широком диапазоне условий входа КА в атмосферу, высот
формируемых орбит и проектных характеристик аппаратов, позволило
определить оптимальные траектории движения КА при двухпараме-
трическом оптимальном управлении углами крена и атаки. Показа-
но качественное совпадение численного и аналитического решений.
Так, в процессе движения КА в атмосфере угол крена γ изменяется
от γ0≈ 3 . . . 8◦ до γ≈ 172 . . . 177◦ (при аналитическом решении угол
γ меняется от 0 до 180◦). Угол атаки α при входе КА в атмосфе-
ру принимает значение α∗, соответствующее максимальной величине
аэродинамического качества Kmax. Далее происходит уменьшение α
до значения, равного ∼10 . . . 12◦, а затем α вновь увеличивается до
α∗ (при аналитическом решении также установлен ярко выраженный
минимум угла атаки в процессе полета КА).

16 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2015. № 6



Рис. 2. Зависимость скорости V , высоты h, углов атаки α и крена γ от
времени t при движении в атмосфере Марса (Kmax = 0,34Kmax = 0,34Kmax = 0,34, hπ = 10км,
Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300кг/м2, hα = 500hα = 500hα = 500км)

В качестве примера на рис. 2 представлены зависимости, показы-
вающие изменение углов атаки и крена, скорости и высоты полета от
времени движения КА в атмосфере Марса.

Интенсивность изменения углов γ и α существенно зависит от
высоты условного перицентра траектории входа КА в атмосферу hπ.
Так, при увеличении hπ возрастание угла γ до значений 172 . . . 177◦

осуществляется на более раннем участке полета КА в атмосфере, а
интенсивность изменения угла атаки снижается. При входе КА в ат-
мосферу по верхней границе коридора hв

π схема управления углами
γ и α вырождается в движение КА с постоянными значениями этих
углов γ≈ 175◦ и α = α∗. При входе КА в атмосферу по нижней грани-
це коридора hн

π угол γ постоянен и близок к нулю, а изменения угла
α от α∗ до αmin и снова до α∗ осуществляются с максимальной ин-
тенсивностью. Отметим, что hв

π определяется из условия захвата КА
атмосферой, а высота hн

π — некоторыми физическими ограничениями,
например максимальной величиной перегрузки или температуры. Дру-
гим условием является обеспечение выхода КА на орбиту с заданной
высотой апоцентра hα.

Анализ результатов показал, что при формировании круговой ор-
биты ИСМ высотой H = 500 км для КА с аэродинамическим каче-
ством K = 0,34 и приведенной нагрузкой на лобовую поверхность
Px = 300 кг/м2, учитывая возможный разброс параметров атмосферы,
максимальный коридор входа составляет ±25 км. При этом верхняя
граница hπmax = 30 км соответствует наименее плотной (минималь-
ной) модели атмосферы, а нижняя граница hπmin = −20 км — наиболее
плотной (максимальной) модели. Полученные значения коридора вхо-
да превосходят значение навигационного коридора (при использова-
нии автономных систем навигации КА Δhнав

π = ±10 . . . 20 км [9, 15]),
что позволяет сделать вывод о принципиальной возможности реали-
зации предлагаемой схемы выведения.
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Показано, что потребные энергозатраты ΔV на формирование за-
данной орбиты существенно зависят от высоты условного перицентра.
Уменьшение высот hπ от hв

π сначала приводит к незначительному уве-
личению энергозатрат ΔV , а затем с приближением hπ к нижней гра-
нице коридора hн

π происходит интенсивное возрастание ΔV (рис. 3).
Так, при изменении высоты hπ от 30 до и – 10 км энергозатраты

ΔV практически не меняются и составляют ΔV≈ 145м/с, дальнейшее
снижение hπ до – 20 км приводит к росту ΔV до 280 м/с (H = 500 км).
Зависимости ΔV (hπ) имеют аналогичный характер и для случаев
формирования более высоких орбит. При этом значение ΔV увели-
чивается с ростом высоты H . Так, при H = 2000 км энергозатраты
ΔV в зависимости от значений hπ составляют 310. . . 480 м/с, а для
H = 5000 км — ΔV≈ 570 . . . 610м/с. Представленные данные показы-
вают, что энергетически оптимальным является осуществление входа
КА в атмосферу вблизи верхней границы коридора.

При использовании форм КА типа “несущий корпус” и самолетно-
го типа, располагающих значительно большими значениями аэроди-
намического качества Kmax, максимально возможный коридор входа в
атмосферу Δhπ существенно расширяется, в основном за счет умень-
шения нижней его границы. Потребные энергозатраты при движении
КА по верхней границе коридора ΔV (hв

π) практически не меняются, а
при полете по нижней границе ΔV (hн

π) значительно увеличиваются с
ростомKmax. На рис. 4 приведены зависимости ширины коридора вхо-
да Δhπ и энергозатрат ΔV (hв

π) и ΔV (hн
π) от максимального значения

аэродинамического качества КА.
Видно, что при Kmax = 1,5 (несущий корпус) значения Δhπ со-

ставляют∼200 км, энергозатратыΔV (hв
π)≈ 140м/с,ΔV (hн

π)≈ 340м/с.

Рис. 3. Зависимости потребных
энергетических затрат ΔVΔVΔV от
высоты условного перицен-
тра траектории входа КА в
атмосферу hπ при выведении
на круговые орбиты ИСМ
с высотами H (Kmax = 0,34Kmax = 0,34Kmax = 0,34,
Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300кг/м2)

Рис. 4. Зависимости ширины кори-
дора входа КА в атмосферу Δhπ и
энергозатрат ΔV (hв

π) и ΔV (hн
π) от

максимального значения аэродина-
мического качества (H = 500км,
Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300Px = m/CxS = 300кг/м2)
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При Kmax = 2,4 (самолетная форма КА) Δhπ≈ 320 км, ΔV (hв
π)≈

≈ 138м/с, ΔV (hн
π)≈ 430м/с. Менее существенное влияние на ши-

рину коридора входа и энергозатраты оказывает нагрузка на лобовую
поверхность аппарата Px. Изменения Px от 300 до 500 кг/м2 приводит
к расширению коридора на ∼15 км, к росту энергозатрат ΔV (hв

π) на
∼1 . . . 2м/с, а ΔV (hн

π) на ∼3 . . . 5м/с (Kmax = 0,34, H = 500 км).
В целом для широкого диапазона исходных данных и проектно-

баллистических характеристик потребные энергозатраты ΔV не пре-
вышают 650 м/с, а при входе КА в атмосферу вблизи верхних границ
коридора hв

π и формировании орбит ИСМ с высотами H не более
500 км энергозатраты составляют ∼140 . . . 150м/с.

Для сравнения, в случае применения традиционной ракетодинами-
ческой схемы формирования спутниковых орбит, описанной в работах
[9, 15], потребные энергозатраты достигают 2,5. . . 4 км/с, что в 6–10
раз больше, чем при использовании рассмотренной комбинированной
схемы управления.

Заключение. Рассмотрена комбинированная схема выведения КА
на орбиту ИСМ, предусматривающая предварительное аэродинамиче-
ское торможение КА в атмосфере, перевод на переходную эллиптиче-
скую орбиту и подачу разгонного импульса в ее апоцентре.

Разработан метод решения задач оптимального управления КА на
основе введения ряда допущений и преобразования систем дифферен-
циальных уравнений движения и сопряженных переменных.

Решены вариационные задачи минимизации потребных энергоза-
трат при формировании орбит ИСМ и максимизации коридора входа
КА в атмосферу при использовании двухпараметрического управле-
ния углами крена и атаки.

Показано, что для КА, располагающих аэродинамическим каче-
ством Kmax ≥ 0,34 физически реализуемый коридор входа КА в атмо-
сферу превосходит навигационный коридор, что обеспечивает прин-
ципиальную возможность осуществления предлагаемой схемы упра-
вления.

Для случаев входа КА в атмосферу вблизи верхней границы ко-
ридора потребные энергетические затраты на формирование орбиты
ИСМ на порядок меньше, чем при реализации ракетодинамической
схемы перевода КА с подлетной гиперболической траектории на за-
данную орбиту.

Полученные результаты имеют практическую значимость и могут
быть использованы при исследовании конкретных миссий дальнего
космоса.
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