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ДВИЖЕНИЕ АБСОЛЮТНО ЖЕСТКОЙ ДВУХОСНОЙ ТЕЛЕЖКИ
С УПРУГИМ ТЕЛОМ ПО ДВУХРЕЛЬСОВОМУ КРИВОЛИНЕЙНОМУ
ПОЛОТНУ
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Рассмотрено нестационарное движение упругого тела, расположенного на аб-
солютно жесткой тележке, скользящей на упругих роликах по произвольному
криволинейному полотну с двумя эквидистантными направляющими рельсами.
Полотно задано уравнениями пространственного изгиба и кручения его средней
линии. Контакт тележки с рельсами осуществляется через нелинейно-упругие
ролики задней ведущей оси, жестко связанной с тележкой, и передней оси,
соединенной с ней сферическим шарниром. Разработана новая нелинейная ма-
тематическая модель для расчета переносного и относительного движений
тележки с упругим телом по полотну с определением контактных реакций и
перегрузок. Проведено геометрическое моделирование кинематики движения
двухосной тележки, в котором считается расстояние между осями, малыми
по сравнению с радиусом кривизны средней линии полотна. Получены соотно-
шения, позволяющие дополнительно учесть кривизну средней линии между ося-
ми тележки. Динамика относительного движения упругого тела на тележке
описана конечными деформациями в квадратичном приближении. Уравнения
движения системы составлены с учетом нелинейной упругости и демпфирова-
ния роликов, на которых тележка безотрывно скользит по полотну с заданной
скоростью или под действием заданной тяги.

Ключевые слова: упругое тело, тележка, движение по криволинейной направля-
ющей, нелинейно-упругий ролик, математическая модель, реакция, перегрузка.
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The research deals with the unsteady motion of an elastic body located on an
absolutely rigid trolley moving on the elastic rollers along an arbitrary curvilinear
track with two equidistant guide rails. The track is defined by the equations of
bending and torsion of its midline. The contact between the trolley and the rails is
carried out through the nonlinear elastic rollers of rear drive axle, rigidly connected
with the trolley, and those of the front axle, coupled with it in the middle by the
spherical hinge. We developed a new nonlinear mathematical model for calculating
the relative and portable motions of a trolley with an elastic body along the surface
and defined contact reactions and overloads. Initially, we conducted a geometric
modeling of kinematic motion of a biaxial trolley, where the distance between the
axes is considered to be small in comparison with the curvature radius of the
trolley centerline. Next, we obtained the relations allowing us to further consider
the curvature of the midline between the axes of the trolley. Then, we described
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dynamics of the relative motion of an elastic body on the trolley by finite deformations
in the quadratic approximation. Finally, we worked out equations of system motion
taking into account the nonlinear elasticity and damping of the rollers, on which the
trolley slides along the surface at a predetermined speed or under a given traction.

Keywords: elastic body, trolley, motion along a curvilinear track, nonlinear elastic
rollers, a mathematical model, reaction, overloads.

Во многих областях техники и жизнедеятельности человека таких,
как транспортные средства, перевозящие деформируемые (упругие,
жидкие, сыпучие) материалы и людей, управляемые летательные и
космические аппараты, движущиеся по заданной программной траек-
тории, быстродействующие роботы-манипуляторы, возникают задачи
механики, связанные с движением (скольжением или качением) твер-
дых и деформируемых тел по криволинейным поверхностям и напра-
вляющим. К таким задачам относятся: пуск беспилотных самолетов
и реактивных снарядов по направляющей балке; движение автомоби-
лей и мотоциклов по неровной дороге; движение железнодорожного
транспорта по длиннопролетным мостам, совершающим колебания
при сильных порывах ветра и землетрясении; взлет самолета с палу-
бы авианосца с трамплином; взлет и посадка самолета на тонком льду;
сложное пространственное движение тележек с пассажирами по изо-
гнутым и закрученным рельсовым направляющим, расположенным на
эстакадах (“катальные горы”), динамика некоторых спортивных дис-
циплин и цирковых аттракционов и пр. [1–5].

Контактное взаимодействие между движущимся телом и поверх-
ностью в общем случае осуществляется в нескольких точках по-
средством податливых колесных шин или роликов с амортизацией и
описывается нелинейными упруговязкими двухсторонними, одно-
сторонними или устранимыми связями. При решении таких задач
ставятся различные требования, основными из которых являются
функциональная безопасность, прочностная надежность, физиологи-
ческая переносимость перегрузок и вибраций, комфорт экипажа и
пассажиров. Некоторые из этих задач могут быть сформулированы и
решены в линейной постановке, а некоторые — в геометрически и/или
физически нелинейной постановке. При этом в некоторых случаях для
упрощения задачи тело, скользящее или катящееся по поверхности,
может считаться абсолютно твердым или заменяться сосредоточенной
массой, а поверхность, по которой движется тело, считается недефор-
мируемой и слабоискривленной.

Некоторые задачи в настоящее время решены в той или иной по-
становке. Тем не менее, имеются нерешенные задачи и задачи, тре-
бующие решения в уточненной нелинейной постановке, в частности,
при движении абсолютно твердых и упругих тел с большими угла-
ми поворота по сильно искривленным поверхностям (направляющим
кривым). Цель настоящей работы — разработка общей математической
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модели с обоснованиями для расчета движения упругого тела на абсо-
лютно жесткой тележке, скользящей без отрыва на упруговязких ро-
ликах по произвольному двухрельсовому изогнутому и закрученному
пространственному полотну. Настоящая статья является продолжени-
ем исследований плоского движения твердого тела на упругих колесах
(роликах) по криволинейной направляющей [6].

Постановка задачи. Кинематические соотношения. Рассмотрим
пространственную изогнутую и закрученную полосу с прямолинейны-
ми поперечными сечениями, с двумя направляющими линиями (рель-
сами) и постоянным расстоянием между ними. Геометрия этой полосы
характеризуется параметрами изогнутой в двух плоскостях и нерастя-
жимой средней линии R0(s) = [X01(s) X02(s) X03(s)]

T и углом закру-
чивания θ1(s) поперечного сечения относительно касательной к этой
линии, где s — длина дуги, отсчитываемая вдоль этой линии; X01,
X02, X03 — координаты точки sO средней линии в неподвижной си-
стеме O∗X1X2X3, ось X2 которой направлена вверх противоположно
вектору ускорения свободного падения g0 (рис. 1).

По полотну на упругих роликах, размеры которых малы, безотрыв-
но движется абсолютно жесткая двухосная тележка с расположенным
на ней деформируемым телом. Связи между полотном и тележкой счи-
таются двухсторонними, безотрывное качение роликов осуществляет-
ся двумя роликами, расположенными в вертикальной плоскости по
разную сторону от рельса, однако в рассматриваемой модели движе-
ния два ролика заменяются одним с единственной точкой контакта.
Трение между полотном и роликами отсутствует, т.е. в рассматри-
ваемой модели полотно считается абсолютно гладкой поверхностью.

Рис. 1. Геометрическая постановка задачи
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Задняя ось жестко связана с тележкой, а передняя ось в середине свя-
зана с ней сферическим шарниром. При этом в расчетной модели два
одинаковых ролика передней оси заменяются одним роликом, экви-
валентным им по податливостям и движущимся по средней линии.
Таким образом, по существу рассматривается трехроликовая тележка.

Подвижная система координат Ox̄1x̄2x̄3 с началом O на средней
линии связана с тележкой: ее плоскость Ox̄1x̄3 проходит через кон-
тактные точки недеформированных роликов передней оси (точка A) и
задней оси (точки B и C); ось Ox̄1 проходит через точку A (OA = l), а
ось Ox̄3 — через точки B и C (OB = OC = a) (см. рис. 1). Точки B и C
движутся по кривым, являющимся эквидистантами к R0(s). Сначала
для упрощения задачи рассмотрим случай, когда кривизной R0(s) в
пределах расстояния между осями можно пренебречь. Тогда подвиж-
ную систему координат Ox̄1x̄2x̄3 можно заменить на систему Ox1x2x3
(см. рис. 1), в которой Ox1 является касательной, Ox2 — нормалью
к кривой R0(s) в точке s = sO, а ось Ox3 дополняет их до правой
системы координат. При этом можно считать sA − sO ≈ l. Далее для
учета кривизны R0(s) на длине sA− sO систему Ox1x2x3 довернем на
малые углы для совмещения ее с системой Ox̄1x̄2x̄3.

Скорость тележки V0(t) в точке O при условии, что она создается
вращающимися роликами ведущей задней оси, направлена по каса-
тельной в точке O к кривой R0(s); при этом |V0(t)| = V0(t) = ds/dt.
Считается, что задана скорость V0(t) или приложенная в точке O по
касательной к кривой R0(s) сила тяги P0(t). На движущуюся тележку
со стороны полотна действуют реакции (см. рис. 1): P1 и P2 — реакции
на заднюю ось, параллельные оси Ox2, приложенные соответственно
в точках B и C; реакция P3, приложенная в точке A на переднюю ось
параллельно Ox2; P4 — реакция на заднюю ось вдоль Ox3 и приложен-
ная в точке O; реакция P5 на переднюю ось вдоль Ox3 и приложенная
в точке A.

Ролики из физически нелинейного вязкоупругого материала за счет
контактного смятия допускают малые перемещения в направлении
нормалей к плоскостям Ox1x2 и Ox1x3, за счет этого тележка как
твердое тело перемещается в направлении осей Ox3 и Ox2 и повора-
чивается относительно Ox1, Ox2, Ox3.

Установленное на тележке деформируемое тело считается упругим.
Точка M с координатами x1, x2, x3 совершает относительные переме-
щения в направлениях этих координат uk(x1, x2, x3, t), k = 1, 2, 3, в со-
став которых входят перемещения тележки как твердого тела за счет
деформаций роликов и перемещения, обусловленные деформациями
тела. Конечные деформации (относительные удлинения ε11, ε22, ε33 и
углы сдвига γ12, γ23, γ31) определяются через проекции перемещения
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на оси подвижной системы координат u1(x1, x2, x3, t), u2(x1, x2, x3, t),
u3(x1, x2, x3, t) через квадратично нелинейные соотношения [7, 8]:

ε11 =
∂u1

∂x1
+
1

2

[(
∂u2

∂x1

)2
+

(
∂u3

∂x1

)2]

; . . . ;

γ12 =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1
+
∂u3

∂x1

∂u3

∂x2
; . . . ,

которые справедливы при ∂u1/∂x1 � 1, (∂u1/∂x2)2 � 1, . . . ;
(1→ 2→ 3→ 1).

Введем векторные обозначения: r = [x1 x2 x3]T, u = [u1 u2 u3]T,
r̃ = r + u, R = R0 + Λ

Tr, где Λ — матрица перехода от систе-
мы O∗X1X2X3 к системе Ox1x2x3 (Λ−1 = ΛT). Вращение системы
Ox1x2x3 относительно O∗X1X2X3 будем характеризовать заданными
самолетными углами θ1, θ2 и θ3, представляющими собой соответ-
ственно углы крена, рыскания и тангажа, с последовательностью по-
воротов θ2 → θ3 → θ1. Вектор углов поворота будем обозначать через
θ = [θ1 θ2 θ3]

T. Матрица Λ записывается в виде [1, 7, 8]

Λ =




c2c3 s3 −s2c3

s1s2 − c1c2s3 c1c3 s1c2 + c1s2s3
c1s2 + s1c2s3 −s1c3 c1c2 − s1s2s3



 ,

где sk ≡ sin θk, ck ≡ cos θk (k = 1, 2, 3). Поскольку ось Ox1 подвижной
системы координат в рассматриваемом приближении является каса-
тельной к R0(s) в точке sO, углы поворота θ2 и θ3 выражаются через
проекции вектора R0(s) с помощью дифференциальных соотношений
[9–11]:

dX01

ds
= c2c3;

dX02

ds
= s3;

dX03

ds
= −s2c3,

а угол θ1(s) задается независимо.
Вектор мгновенной угловой скорости ω = [ω1 ω2 ω3]T подвижной

системы координат Ox1x2x3 выражается через вектор углов поворота
θ как [1, 7, 8]:

ω = Aθ̇; A =




1 s3 0
0 c1c3 s1
0 −s1c3 c1



 .

При решении геометрически нелинейных задач по методу Ритца
или по методу конечных элементов перемещение упругого тела в
общем случае может быть представлено в виде [7, 8] u =

∑

i

qiϕi +

+
1

2

∑

i

∑

j

qiqjψij, где qi(t)— обобщенные координаты; i, j=1, 2, . . . , n;
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ϕi(x1, x2, x3), ψij(x1, x2, x3) — заданные вектор-функции, которые вы-
бираются в классе возможных перемещений тела согласно принятой
расчетной модели (стержень, пластина и др.) с учетом определен-
ных допущений. Функции ψij выражаются через ϕi и ϕj и являются
симметричными, т.е. ψij = ψji. Обобщенные координаты qi(t) при
i = 1, 2, . . . , n — упругие деформации тела.

Скорость и ускорение произвольной точки M упругого тела, свя-
занного с подвижной системой координат Ox1x2x3 записываются в
виде

V = V0 + ω × r̃+ u̇; a0 = V̇0 + ω ×V0;
a = a0 + ω̇ × r̃+ ω × (ω × r̃) + 2ω × u̇+ ü,

где a0 — вектор ускорения точки O. Вектор угловой скорости ω и его
производная по времени ω̇ находятся из следующих соотношений:

ω = A
dθ

ds
|V0| ; ω̇ =

(
dA

ds

dθ

ds
+A

d2θ

ds2

)

V20 +A
dθ

ds

∣
∣
∣V̇0

∣
∣
∣ .

Для удобства записи векторное произведение заменяется матричным:

a×b =
∨
ab; a =




a1
a2
a3



 ; b =




b1
b2
b3



 ;
∨
a =




0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0



 .

Если движущееся по направляющему полотну тело, связанное с по-
движной системой координат Ox1x2x3, является абсолютно жестким,
а ролики — недеформируемыми, то задача в заданный момент време-
ни t является задачей кинематики. Тогда после определения ускорения
a(x1, x2, x3, t) из уравнений динамического равновесия твердого тела с
учетом силы тяжести находят главные вектор P и моментM реакций
и затем — сами реакции. После этого можно выполнить расчеты на
прочность конструкции тележки и всего сооружения вместе с полот-
ном и опорными устройствами.

Если учитывается относительное движение, представленное векто-
ром перемещений u(x1, x2, x3, t), обусловленное упругостью роликов
и амортизации, а также упругим деформированием присоединенных
к тележке масс, то задача существенно усложняется. При заданных
векторных функциях R0(s), θ(s), скорости V0(t) и найденной вектор-
ной функции ω(t) задача сводится к задаче динамики относительного
движения для обобщенных координат, характеризующих неизвестную
векторную функцию u(x1, x2, x3, t).

Нелинейные уравнения относительного движения. Разреша-
ющие уравнения динамики тела, движущегося по произвольной по-
верхности, можно получить по аналогии с уравнениями возмущенного
движения упругих летательных аппаратов по заданной программной
траектории [1, 7, 8, 12].
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Получим нелинейные уравнения динамики рассматриваемой си-
стемы для наиболее общего случая, учитывая относительное движе-
ние, обусловленное упруговязким деформированием роликов и конеч-
ными деформациями присоединенного упругого тела.

Уравнения движения системы для заданных векторовV0,ω и обоб-
щенных координат qi составляются на основе принципа Даламбера –
Лагранжа как для свободной системы с освобожденными связями,
включая неизвестные реакции в число внешних сил:

δΠ = δAP + δAин, (1)

где Π[u] — потенциальная энергия деформации системы; δAP — ва-
риация работы гравитационных сил, силы тяги P0 и реакций P1 . . . P5
со стороны полотна, приложенных в точках с координатами x1ν , x2ν ,
x3ν ; δAин — вариация работы инерционных сил. Выражения для δAP
и δAин имеют следующий вид:

δAP =

∫

V

δuT
∗g dm+

5∑

ν=0

δuT
∗(x1ν , x2ν , x3ν)Pν ; (2)

δAин = −
∫

V

δuT
∗a dm, (3)

где δu∗ — вариация перемещения любой точки тела с учетом вариаций
смещения δu0 = ΛδR0 и малого поворота δθ подвижной системы
координат

δu∗ = δu0 + δθ × r̃+ δu; (4)

g — вектор массовых сил тяготения (будет определен позднее);
dm = ρdV — масса элемента тела, сохраняющая свою величину в
процессе его деформирования; ρ(x1, x2, x3) — плотность тела; dV —
элемент объема тела. Из выражения для вектора u с учетом ψij = ψji
получим

δu =
∑

i

δqiϕ̃i; u̇ =
∑

i

q̇iϕ̃i;

ü =
∑

i

q̈iϕ̃i +
∑

i

∑

j

q̇iq̇jψij ; ϕ̃i = ϕi +
∑

j

qjψij.
(5)

Поскольку вариации δu0, δθ и δqi произвольны и независимы, из
принципа Даламбера – Лагранжа (1) с учетом (2)–(5) следуют уравне-
ния движения:

∫

V

a dm = P;

∫

V

∨
r̃ a dm =M;

∫

V

ϕ̃T
i a dm+

∂Π

∂qi
= Qi, i = 1, 2, . . . , n,

(6)
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где P = Pg+PR;M =Mg+MR; PR иMR — векторы равнодейству-
ющих сил и моментов от реакций; Qi = Qg,i. Векторы Pg (Pg = −Pg0),
Mg и Qg,i вычисляются как

Pg =

∫

V

g dm; Mg =

∫

V

∨
r̃ g dm; Qg,i =

∫

V

ϕ̃T
i g dm. (7)

После преобразований система уравнений (6) с добавлением сил
вязкого демпфирования по обобщенным координатам qi записывается
в виде (i = 1, 2, . . . , n):

ma0 −
∨

L̃0 ω̇ +
∑

j

L̃j q̈j−

−(
∨
ω
∨

L̃0+2
∑

j

∨

L̃j q̇j)ω +
∑

j

∑

k

Ljkq̇j q̇k = P;

−
∨

L̃
0

Ta0 + Ĩ00ω̇ +
∑

j

S̃0j q̈j+

+(
∨
ω Ĩ00 + 2

∑

j

Ĩ0j q̇j)ω +
∑

j

∑

k

S̃0,jkq̇j q̇k =M;

L̃
T
i a0 + S̃

T
0iω̇ +

∑

j

m̃ij q̈j − (ω
TĨ

T
0i + 2

∑

j

S̃
T
ij q̇j)ω+

+
∑

j

∑

k

m̃i,jkq̇j q̇k +
∑

j

dij q̇j +
∂Π

∂qi
= Qi,

(8)

где

m =

∫

V

dm; L̃0 =

∫

V

r̃dm; L̃i =

∫

V

ϕ̃idm;

Lij =

∫

V

ψijdm; Ĩ00 = −
∫

V

∨
r̃
∨
r̃ dm;

Ĩ0i = −
∫

V

∨
r̃
∨
ϕ̃
i
dm; S̃0i =

∫

V

∨
r̃ ϕ̃idm;

S̃0,ij =

∫

V

∨
r̃ψijdm; S̃ij =

∫

V

∨
ϕ̃i ϕ̃jdm;

m̃ij =

∫

V

ϕ̃T
i ϕ̃jdm; m̃i,jk =

∫

V

ϕ̃T
iψjkdm; i, j, k = 1, 2, . . . , n;

(9)

dij = dji — коэффициенты вязкого демпфирования, которые обычно
определяются на основании экспериментальных данных. Первые два
уравнения (8) используются для определения реакций P1 . . . P5 и силы
тяги P0, а третье уравнение представляет собой уравнение относи-
тельного движения. В выражениях (9) инерционные характеристики,
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отмеченные сверху волной, вычисляются для деформированного тела
и зависят от обобщенных координат в силу того, что от них зависят
функции r̃ = r+ u и ϕ̃i.

Потенциальная энергия деформации упругого тела записывается в
виде [13]

Π =
1

2

∫

V

(ε− εт)
TσdV =

1

2

∫

V

(ε− εт)
TC(ε− εт)dV,

где ε = [ε11 ε22 ε33 γ12 γ23 γ31]T, σ = [σ11 σ22 σ33 τ12 τ23 τ31]T — век-
торы, составленные из компонент деформаций и напряжений; вектор
εт представляет начальные нестесненные температурные или техно-
логические деформации; C — симметричная матрица коэффициентов
упругости, входящих в уравнения закона Гука.

Вектор массовых сил тяготения вычисляется следующим образом:

g = −g0ν; ν = Λ [0 1 0]T , (10)

где g0 — ускорение свободного падения (модуль вектора g0); ν — еди-
ничный вектор, направленный вдоль оси X2 неподвижной системы
координат O∗X1X2X3 и записанный в проекциях на оси подвижной
системы. Гравитационные силы и моменты (7) с учетом (10) описыва-
ются следующими выражениями:

Pg = −g0mν; Mg = −g0

∨

L̃
0
ν; Qg,i = −g0L̃

T
i ν.

В результате получается замкнутая система нелинейных диффе-
ренциальных уравнений: шесть уравнений второго порядка для шести
компонент векторов PR,MR и n уравнений для обобщенных коорди-
нат q1, q2 . . . qn.

Если движущееся по направляющему полотну тело и ролики счи-
таются абсолютно жесткими (q1 = q2 = . . . = qn = 0), то уравнения
(8) упрощаются

ma0 −
∨
L0ω̇ −

∨
ω
∨
L0ω = P; −

∨
L0

Ta0 + I00ω̇ +
∨
ω I00ω =M. (11)

При известных векторах V0, ω, полученных при решении кинема-
тической задачи, из уравнений (11) определяются главные вектор P и
моментM сил реакции и затем — сами реакции.

Учет влияния кривизны полотна между осями. В задаче, сфор-
мулированной ранее, предполагалось, что расстояние между осями
тележки мало по сравнению с кривизной центральной линии, роли-
ки передней и задней осей в данный момент времени находятся на
прямой, касательной к кривой R0(s) в точке s = sO. В случае двух-
осной тележки со свободно поворачивающейся относительно центра
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передней осью при движении по сильно искривленному простран-
ственному полотну ролики задней и передней осей будут находиться
в точках s = sO и s = sA кривой R0(s) с различными углами на-
клона касательной. Локальная кривизна полотна между осями окажет
некоторое влияние на угловое положение тележки в данный момент
времени и на кинематику и динамику ее движения.

Учтем влияние локальной кривизны направляющей R0(s) между
осями тележки. Введем систему координат Ox̄1x̄2x̄3, ось Ox̄1 которой
проходит через точку A, (см. рис. 1). Матрицу перехода от системы
координат Ox1x2x3 к Ox̄1x̄2x̄3 будем обозначать через Λ∗, а матри-
цу перехода от системы координат O∗X1X2X3 к Ax̄1x̄2x̄3 — через Λ̄.
Очевидно, что выполняются соотношения Λ̄ = Λ∗Λ, Λ∗ = Λ̄ΛT.

Естественная координата sA точки A находится из следующего

трансцендентного уравнения при известной координате sO=

t∫

0

|V0(t)|dt:

l2=(X01(sA)−X01(sO))
2+(X02(sA)−X02(sO))

2+(X03(sA)−X03(sO))
2
.

Если кривизна кривой R0(s) небольшая, то можно приближенно по-
лагать, что sA ≈ sO + l.

Введем вектор ΔR̄, который характеризует разность соответству-
ющих координат точек O и A:

ΔR̄ =




X01(sA)−X01(sO)
X02(sA)−X02(sO)
X03(sA)−X03(sO)



 =




ΔX̄1
ΔX̄2
ΔX̄3



 .

Углы поворота системы координат Ax̄1x̄2x̄3 будем обозначать как

θ̄1 = θ1 +Δθ1; θ̄2 = θ2 +Δθ2; θ̄3 = θ3 +Δθ3, (12)

где Δθ1, Δθ2 и Δθ3 — малые углы (sinΔθi ≈ Δθi, cosΔθi ≈ 1,
i = 1, 2, 3). При этом с учетом (12) будем иметь

s̄i = sin (θi +Δθi) ≈ si +Δθici;
c̄i = cos (θi +Δθi) ≈ ci −Δθisi.

Заметим, что если угол Δθ2 немалый, то необходимо, чтобы задняя
ось соединялась с тележкой шарнирно, как и передняя ось. Матрица
перехода Λ̄(θ̄1, θ̄2, θ̄3) определяется так же, как матрица Λ(θ1, θ2, θ3) с
заменой si → s̄i, ci → c̄i. С точностью до линейных членов c Δθ1, Δθ2
и Δθ3 получим

Λ̄ = Λ+
∂Λ

∂θ1
Δθ1 +

∂Λ

∂θ2
Δθ2 +

∂Λ

∂θ3
Δθ3, (13)
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где

∂Λ

∂θ1
=




0 0 0

c1s2 + s1c2s3 −s1c3 c1c2 − s1s2s3
−s1s2 + c1c2s3 −c1c3 −s1c2 − c1s2s3



 ;

∂Λ

∂θ2
=




−s2c3 0 −c2c3

s1c2 + c1s2s3 0 −s1s2 + c1c2s3
c1c2 − s1s2s3 0 −c1s2 − s1c2s3



 ;

∂Λ

∂θ3
=




−c2s3 c3 s2s3
−c1c2c3 −c1s3 c1s2c3
s1c2c3 s1s3 −s1s2c3



 .

Уравнение для вектора r̄ в точкеA r̄A = Λ̄ΔR̄ при x̄1A = l, x̄2A = 0,
x̄3A = 0 с учетом (13) запишем в виде

[

Λ+
∂Λ

∂θ1
Δθ1 +

∂Λ

∂θ2
Δθ2 +

∂Λ

∂θ3
Δθ3

]



ΔX̄1
ΔX̄2
ΔX̄3



 =




l
0
0



 .

Это уравнение эквивалентно трем скалярным уравнениям, из которых
определяются углы Δθ1, Δθ2 и Δθ3:

l10 + l11Δθ1 + l12Δθ2 + l13Δθ3 = l;
l20 + l21Δθ1 + l22Δθ2 + l23Δθ3 = 0;
l30 + l31Δθ1 + l32Δθ2 + l33Δθ3 = 0.

(14)

Здесь

l10 = c2c3ΔX̄1 + s3ΔX̄2 − s2c3ΔX̄3;
l20 = (s1s2 − c1c2s3)ΔX̄1 + c1c3ΔX̄2 + (s1c2 + c1s2s3)ΔX̄3;
l30 = (c1s2 + s1c2s3)ΔX̄1 − s1c3ΔX̄2 + (c1c2 − s1s2s3)ΔX̄3;
l11 = 0;
l12 = −s2c3ΔX̄1 − c2c3ΔX̄3;
l13 = −c2s3ΔX̄1 + c3ΔX̄2 + s2s3ΔX̄3;
l21 = (c1s2 + s1c2s3)ΔX̄1 − s1c3ΔX̄2 + (c1c2 − s1s2s3)ΔX̄3;
l22 = (s1c2 + c1s2s3)ΔX̄1 − (s1s2 − c1c2s3)ΔX̄3;
l23 = −c1c2c3ΔX̄1 − c1s3ΔX̄2 + c1s2c3ΔX̄3;
l31 = (−s1s2 + c1c2s3)ΔX̄1 − c1c3ΔX̄2 − (s1c2 + c1s2s3)ΔX̄3
l32 = (c1c2 − s1s2s3)ΔX̄1 − (c1s2 + s1c2s3)ΔX̄3;
l33 = s1c2c3ΔX̄1 + s1s3ΔX̄2 − s1s2c3ΔX̄3.

В результате с учетом найденных значений Δθ1, Δθ2 и Δθ3 опре-
деляется переходная матрица Λ̄ для подвижной системы координат
Ox̄1x̄2x̄3, которая по сравнению с матрицей Λ учитывает влияние кри-
визны полотна направляющей.

Исходные линейные и угловые скорости движения V0 и ω, а так-
же их первые производные по времени V̇0 и ω̇, задаются в системе
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координат Ox1x2x3, а затем пересчитываются в системе координат
Ox̄1x̄2x̄3:

V∗0 = Λ
∗V0; ω∗ = Λ∗ω;

V̇
∗
0 =

dΛ∗

dt
V0 +Λ

∗V̇0; ω̇∗ =
dΛ∗

dt
ω +Λ∗ω̇;

dΛ∗

dt
=
dΛ∗

ds
|V0(t)| .

Учет упругости и демпфирования роликов. За счет упругости
и демпфирования роликов тележка будет совершать дополнительные
движения как твердое тело с пятью степенями свободы относительно
подвижной системы координатOx1x2x3 илиOx̄1x̄2x̄3. В качестве обоб-
щенных координат, представляющих эти движения, будем рассматри-
вать: перемещения q02 = u02, q03 = u03 полюса (точки O) вдоль коор-
динатных осей x2, x3 (или x̄2, x̄3) и углы поворота тележки q04 = Δθ̃1,
q05 = Δθ̃2, q06 = Δθ̃3 в квадратичном приближении (sinΔθ̃i ≈ Δθ̃i,
cosΔθ̃i ≈ 1 − Δθ̃2i /2, i = 1, 2, 3) относительно осей x1, x2, x3 (или
относительно осей x̄1, x̄2, x̄3) (рис. 2).

В результате точки O, A, B и C, которые по-прежнему связаны с
траекторией движения, смещаются в точки O′, A′, B′ и C ′, которые
в данном случае характеризуют положение тележки после введения
упругостей роликов, т.е. O′A′ = l и B′C ′ = 2a (смещения точек B и C
по оси x3 или x̄3 равны).

В этом случае вектор дополнительных перемещений твердого тела,
обусловленных упругими деформациями роликов, будет иметь вид

ũ =
6∑

i=2

q0iϕ0i +
1

2

6∑

i=4

6∑

j=4

q0iq0jψ0i0j ,

Рис. 2. Схема учета упругости и демпфирования роликов
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где

ϕ02 =




0
1
0



 ; ϕ03 =




0
0
1



 ; ϕ04 =




0
−x3
x2



 ; ϕ05 =




x3
0
−x1



 ;

ϕ06 =




−x2
x1
0



 ; ψ0404 =




0
−x3
−x2



 ; ψ0405 =




x2
0
0



 ;

ψ0406=




x3
0
0



 ; ψ0505=




−x1
0
−x3



 ; ψ0506=




0
0
x2



 ; ψ0606=




−x1
−x2
0



 .

При использовании подвижной системы координат Ox̄1x̄2x̄3 вместо
Ox1x2x3 необходимо выполнить замену xi → x̄i, i = 1, 2, 3.

В общем случае при физически нелинейных деформациях, включая
возможные зазоры, потенциальная энергия роликов тележки ΠP как
составная часть потенциальной энергии Π записывается в обобщен-
ных координатах как ΠP = ΠP (q02 , q03 , q04 , q05 , q06) . При малых упру-
гих деформациях роликов (в пределах закона Гука) и малых углах
поворота тела, обусловленных этими деформациями, будем иметь

ΠP =
1

2

6∑

i=2

6∑

j=2

kPijq0iq0j или ΠP =
1

2
qT
0K
P
0 q0, где KP0 = [k

P
ij ] при

i, j = 2 . . . 6 — матрица коэффициентов жесткости, q0 =
= [q02 q03 q04 q05 q06 ]

T.
В общем случае вязкоупругих роликов вариация работы сил демп-

фирования записывается в следующем виде: δAPд = −δq
T
0D
P
0 q̇0, где

DP0 = [d
P
ij] при i, j = 2 . . . 6 — матрица коэффициентов демпфирова-

ния.
Вектор перемещений тележки ũ, обусловленный податливостью

роликов, складывается с вектором относительных упругих перемеще-
ний присоединенных масс, характеризуемых обобщенными координа-
тами q1, q2 . . . qn, и суммарный вектор обозначается через u. В резуль-
тате с учетом податливостей роликов вектор u будет выражаться через
обобщенные координаты q02 , q03 . . . q06 , q1, q2 . . . qn.

Пример расчета. Приведем пример расчета параметров движения
абсолютно жесткой двухосной тележки с абсолютно жестким телом по
пространственному полотну, образованному из центральной винтовой
линии R0(s). Будем считать, что оси подвижной системы координат
Ox1x2x3 без учета локальной кривизныR0(s) совпадают с осями трех-
гранника Френе: ось Ox1 — касательная t, ось Ox2 — главная нормаль
n, ось Ox3 — бинормаль b.

Уравнение винтовой линии R0(s) в неподвижной системе коорди-
нат O∗X1X2X3 имеет вид [10]: X01(s) = R cosϕ, X02(s) = R sinϕ,
X03(s) = λϕ, где ϕ — угол закрутки линии относительно оси O∗X3;
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Рис. 3. Общий вид траектории движения

R — радиус винтовой линии (радиус цилиндрической образую-
щей); λ — шаг подъема винтовой линии за угол поворота ϕ, рав-
ный 1 рад (2πλ — подъем за один виток) (рис. 3). В любой точке
винтовой линии касательная t, нормаль n и бинормаль b име-
ют следующие координаты (здесь и далее R̄ = R

/√
R2 + λ2, λ̄ =

= λ
/√

R2 + λ2): t =
[
−R̄ sinϕ R̄ cosϕ λ̄

]T
; n =

[
− cosϕ − sinϕ0

]T
;

b =
[
λ̄ sinϕ− λ̄ cosϕR̄

]T
.

Матрица Λ, как матрица направляющих косинусов единичных век-
торов t, n и b (без использования углов θ1, θ2 и θ3), записывается в
следующем виде:

Λ =




−R̄ sinϕ R̄ cosϕ λ̄
− cosϕ − sinϕ 0
λ̄ sinϕ −λ̄ cosϕ R̄



 .

Функциональная связь между длиной дуги s (она отсчитывается от
точки M(R, 0, 0) при ϕ = 0) и углом закрутки ϕ выражается следу-
ющим образом: s(ϕ) = ϕ

√
R2 + λ2. Кривизна κ(s) и кручение æ(s)

винтовой линии в любой ее точке постоянны и равны [10]

κ(s) =
R

R2 + λ2
; æ(s) =

λ

R2 + λ2
.

Поскольку подвижная система координат Ox1x2x3 связана с трех-
гранником Френе, то вектор мгновенной угловой скорости ω может
быть определен через векторное соотношение ω = æt+ κb. Посколь-
ку матрица Λ и вектор ω в данном примере могут быть записаны
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без использования углов θ1, θ2 и θ3, то необходимо разработать иной
алгоритм определения матриц Λ̄ и Λ∗, чем приведенный ранее. Ма-
трицу поворота Λ∗ получим как матрицу поворота единичного век-
тора t = [t1 t2 t3]

T (ось Ox1) на угол Ψ = ∠ (Ox1, Ox̄1) относительно
некоторого единичного вектора ξ = [ξ1 ξ2 ξ3]

T, чтобы ось Ox1 совпа-
ла с Ox̄1 и вектор t совпал с единичным направляющим вектором
ρ = [ρ1 ρ2 ρ3]

T оси Ox̄1. Координаты вектора ρ определяются с по-
мощью уравнения прямой Ox̄1 как прямой, проходящей через две
заданные точки O и A, после нормирования:

ρ1 =
X01(sA)−X01(sO)

l
; ρ2 =

X02(sA)−X02(sO)
l

;

ρ3 =
X03(sA)−X03(sO)

l
.

Угол поворота Ψ найдем из скалярного произведения единичных век-
торов t и ρ:

cosΨ = t1ρ1 + t2ρ2 + t3ρ3.

Координаты вектора ξ, вокруг которого осуществляется поворот, опре-
деляются как координаты вектора нормали плоскости Ox1x̄1 или через
векторное произведение ξ = t× ρ:

ξ1 = t2ρ3 − t3ρ2; ξ2 = t3ρ1 − t1ρ3; ξ3 = t1ρ2 − t2ρ1.

Матрица поворота Ox1x2x3 → Ox̄1x̄2x̄3, учитывающая локальную
кривизну направляющей поверхности, имеет следующий вид:

Λ∗ =




cosΨ + (1− cosΨ) ξ21 (1− cosΨ) ξ1ξ2 + (sinΨ) ξ3

(1− cosΨ) ξ2ξ1 − (sinΨ) ξ3 cosΨ + (1− cosΨ) ξ22
(1− cosΨ) ξ3ξ1 + (sinΨ) ξ2 (1− cosΨ) ξ3ξ2 − (sinΨ) ξ1

=⇒

=⇒
(1− cosΨ) ξ1ξ3 − (sinΨ) ξ2
(1− cosΨ) ξ2ξ3 + (sinΨ) ξ1
cosΨ + (1− cosΨ) ξ23



 .

Отсюда определяется матрица Λ̄ = Λ∗Λ.
Исходные данные для расчета: R = 7м, λ = 5/2π = 0,796м,

V0(t) = 3t + 7 sin(t/2)м/с, κ = 0,141 1/м, æ = 0,016 1/м, R̄ = 0,994,
λ̄ = 0,113, a = 1м, l = 2м, m = 100 кг — масса тележки. Коорди-
наты центра тяжести тела (в вертикальной плоскости симметрии) —
r = [1 0, 5 0]T. Рассматриваемый интервал движения t ∈ [0, 20] с. Чис-
ло разбиений рассматриваемого отрезка времени — 5000. Задача ре-
шалась в двух постановках: без учета локальной кривизны направля-
ющей (расчетный случай 1 — РС № 1), с учетом локальной кривизны
направляющей (расчетный случай 2 — РС № 2). Функция V0(t) была
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подобрана таким образом, чтобы на начальном этапе движения скоро-
сти были относительно небольшие (0. . . 10 м/с), а в конце интервала
немонотонно возрастали до величин 40. . . 50 м/с. Это позволяет более
детально рассмотреть необходимость учета локальной кривизны. Все
расчеты выполнены в программном комплексе PTC MathCad 15 M030.

В табл. 1 приведено сравнение результатов решения задачи по ком-
понентам вектора скорости V = [V1 V2 V3]

T и компонентам ускорения
a = [a1 a2 a3]

T для различных моментов времени. Из табл. 1 следует,
что в наибольшей степени учет локальной кривизны влияет на кине-
матические параметры, записанные в проекции на бинормаль b. Эти
параметры могут не только изменить свой знак, но и изменить свой
функциональный вид — в РС № 1 функции V3(t) и a3(t) являются пря-
мыми горизонтальными линиями (const), а вид этих же функций для
РС № 2 показан на рис. 4. Этот факт следует учитывать при определе-
нии перегрузок и биомеханическом анализе [14].

Таблица 1

Кинематические
параметры

Расчетный случай

№ 1 № 2 № 1 № 2 № 1 № 2

при t = 5 c при t = 10 c при t = 15

V1, м/с 19,119 18,928 23,217 22,985 51,495 50,981

V2, м/с 0,141 – 0,239 0,141 – 0,321 0,141 – 0,879

V3, м/с 8,017-3 0,048 8,017∙10−3 0,044 8,017∙10−3 – 0,058

a1, м/с2 0,176 0,227 3,973 3,998 4,193 4,293

a2, м/с2 2,696 2,639 3,274 3,131 7,263 7,036

a3, м/с2 2,261∙10−3 0,049 2,261∙10−3 – 0,112 2,261∙10−3 – 0,693

В табл. 2 приведено сравнение результатов решения задачи по ре-
акциям со стороны тележки на кривую P1−P5 и P0. Отрицательные
значения реакций P1−P3 не означают отрыв тележки от полотна. Это
говорит о том, что при учете обхвата рельса двумя роликами в вер-
тикальной плоскости деформироваться начнет нижний ролик, а не
верхний. В наибольшей степени учет локальной кривизны влияет на
реакции P4 и P5, т.e. реакции, векторы которых направлены по би-
нормали b, причем различие проявляется на конечном этапе движения
при больших скоростях. Следует отметить, что: 1) вид кривых P1−P5
и P0 качественно для РС № 1 и РС № 2 не изменяется; 2) значения P4
и P5 равны; 3) значения P1 и P2 близки. На рис. 5 приведены графики
изменения реакции P4 (P5) по времени в РС № 1 и РС № 2.
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Рис. 4. Проекции скорости (а) и ускорения (б) на бинормаль
Таблица 2

Реакция тележки, Н

Расчетный случай

№ 1 № 2 № 1 № 2 № 1 № 2

при t = 5 c при t = 10 c при t = 15 c

P1 – 134,335 – 129,267 223,449 221,546 494,055 469,680

P2 – 182,455 – 178,614 181,821 186,080 520,960 530,626

P3 96,693 103,757 571,804 562,907 567,684 541,930

P4 48,120 49,348 41,628 35,466 – 26,905 – 60,946

P5 48,120 49,348 41,628 35,466 – 26,905 – 60,946

P0 – 826,967 – 826,967 – 333,068 – 310,563 894,662 916,751

Рис. 5. Реакции со стороны тела на направляющую по бинормали:
1 — РС № 1; 2 — РС № 2
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Таким образом, учет локальной кривизны направляющей позволя-
ет уточнить значения проекций скорости и ускорения по бинормали,
а также влияет на значения реакций со стороны тела в направлении
бинормали.

Выводы. Разработана новая общая математическая модель для
расчета движения тела на упруговязких роликах по произвольной
двухрельсовой изогнутой и закрученной пространственной направля-
ющей с учетом относительного движения упругих присоединенных
масс. С учетом разработанной методики расчета динамических на-
грузок (реакций движущегося тела) в качестве дальнейшего исследо-
вания темы можно построить алгоритм, позволяющий проектировать
и моделировать криволинейную направляющую поверхность, которая
удовлетворяет определенному набору кинематических, прочностных
и биомеханических критериев. Методики и алгоритмы, разработан-
ные в настоящей работе, могут быть использованы для расчета раз-
личных механических систем в проектной практике, в частности, для
проектирования систем запуска беспилотных летательных аппаратов,
экстремальных катальных гор и т.д.
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