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Обоснована актуальность постановки задачи синтеза плоских за-
цеплений по критерию кривизны профилей зубьев колес. На базе
математической модели плоских зацеплений с постоянным пере-
даточным отношением приведен алгоритм решения задачи по за-
данной постоянной кривизне. Полученные решения позволяют вы-
полнить анализ плоских цевочных зацеплений общего вида.
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Постановка задачи. Настоящая работа выполнена в русле концеп-
ций и методов, представленных в [1–5]. Зубчатые колеса с постоянной
кривизной профилей зубьев в основном конструктивно выполняют це-
вочными. Это позволяет повысить технологичность, исключить в кон-
тактной точке относительное скольжение и, соответственно, на поря-
док снизить износ профилей, потери мощности на трение и увеличить
коэффициент полезного действия [6–10].

Математическая модель и алгоритм синтеза. Математическую
модель плоского зацепления с постоянным передаточным отношением
можно представить в виде [1, 2]:

vj = −ajωj sinα+ r(α̇− ωj); (1)

ṙ + ajωj cosα = 0; (2)

kj = (α̇− ωj)/vj, (3)

где j = 1, 2 — индекс колеса; vj — скорость точки контакта по про-
филю зуба; aj — радиус центроиды; ωj — угловая скорость; α — угол
зацепления; r — расстояние от точки контакта до полюса зацепления;
kj — кривизна профиля зуба; точка над параметром означает его про-
изводную по времени t. Приведенная модель успешно использовалась
нами в [6–12] и других работах.

Рассмотрим решение задачи синтеза зацепления по критерию по-
стоянной нормальной кривизны kj = const. Запишем (3) с учетом (1)
в виде

Rj =
vj

α̇− ωj
= r − ajωj sinα

α̇− ωj
,
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откуда

r = Rj +
ajωj sinα

α̇− ωj
, (4)

где Rj = 1/kj — радиус кривизны, а второе слагаемое, как легко не-
посредственно убедиться, это линия зацепления для критерия vj = 0.
Она дается формулой [5]

r̃
∣∣
vj=0
= −aj sinα± aj

√
sin2 α+ c0,

где параметр c0 имеет выражение

c0 =
2r̃0
aj

(
r̃0

2aj
+ sinα0

)
.

Таким образом, получаем

r = Rj − aj sinα± aj
√
sin2 α+ c0. (5)

Здесь выбор знака определяется заданием начальных условий. Диф-
ференцируя (5) по времени и сравнивая с (2), находим, что функция
α (t) удовлетворяет уравнению

α̇ =
ωj

1∓ sinα√
sin2 α+c0

. (6)

Его решение имеет вид

ϕ1 = α− α0 ±
[
arcsin

cosα√
c0 + 1

− arcsin cosα0√
c0 + 1

]
. (7)

Имея выражения (5) и (7), можно записать формулы для профилей
зубьев колес в виде

xj = aj cosϕj + r sin (α− ϕj);

yj = −aj sinϕj − r cos (α− ϕj)

или если второе звено — поступательно движущаяся рейка, то

x′2 = r sinα;

y′2 = −ajϕj − r cosα.

Полученные результаты соответствуют внеполюсному цевочному
зацеплению, описанному в работе [6] путем введения в модель допол-
нительной геометрической связи

(a1 + e) sinϕ1 = −(r + ρ) cosα. (8)

Здесь ρ — радиус цевки; e — смещение центра цевки относительно
полюса. Установим связь между постоянными c0 и e. Сравнивая (7) и
(8), получаем

e = a1(
√
c0 + 1− 1). (9)
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Рис. 1. Линии зацепления для случая
k1 = constk1 = constk1 = const (внеполюсное цевочное за-
цепление, c0 > 0c0 > 0c0 > 0):
1 — линия зацепления; 2 — линия цен-
тров цевки; 3 — профиль первого зве-
на (цевки); O1 — ось вращения первого
звена; O2 — ось вращения второго зве-
на; P — полюс зацепления

Рис. 2. Профили звеньев для случая
k1 = constk1 = constk1 = const (внеполюсное цевочное за-
цепление, c0 > 0c0 > 0c0 > 0):
1 — профиль первого звена (цевки); 2 —
профиль второго звена; 3 — профиль
рейки; O1 — ось вращения первого зве-
на; O2 — ось вращения второго звена;
P — полюс зацепления

Линии зацепления для постоянной кривизны профиля первого зве-
на для внеполюсного цевочного зацепления с a1 = 50мм и переда-
точного отношения i12 = 2 представлены на рис. 1. Две кривые линии
зацепления соответствуют знаку “±” в (5). Линия, соответствующая
знаку “+”, находится внутри линии центров цевки, а линия, соответ-
ствующая знаку “−”, находится снаружи. В обоих случаях профиль
цевки — дуга окружности. Более подробно профиль цевки и профили
второго звена показаны на рис. 2.

Рассмотрим случай kj = const, vj = const. Для относительной
скорости с учетом (5) и (6) получаем следующее выражение:

vj = −ajωj sinα+
+
(
Rj − aj sinα± aj

√
sin2 α+ c0

)
⎛
⎜⎜⎜⎝

ωj

1∓ sinα√
sin2 α+ c0

− ωj

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

= −ajωj sinα+
(
Rj − aj sinα± aj

√
sin2 α+ c0

)
×

× ajωj sinα

−aj sinα± aj
√
sin2 α+ c0

=
Rj

r −Rj

ajωj sinα. (10)

Отсюда, чтобы vj = const, должно быть r = Rj + C sinα. Подставив
последнее в (10), получим тождество

((C + aj)
2 − a2j) sin

2 α− a2jc0 = 0.
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Рис. 3. Линии зацепления и профили
звеньев для случая k1 = constk1 = constk1 = const (полюс-
ное цевочное зацепление, c0 = 0c0 = 0c0 = 0):
1 — линия зацепления; 2 — линия цен-
тров цевки; 3 — профиль первого звена
(цевки); 4 — профиль второго звена; 5 —
профиль рейки;O1 — ось вращения пер-
вого звена; O2 — ось вращения второго
звена; P — полюс зацепления

Оно выполняется для любого α только при условии C = −2aj ,
c0 = 0. Из (9) следует также e = 0, т.е. случай постоянной кривизны
и скорости соответствует полюсному цевочному зацеплению. Линия
зацепления имеет вид

r = Rj − 2aj sinα, (11)

что представляет собой полярное уравнение улитки Паскаля.
Линии зацепления и профили звеньев для постоянной кривиз-

ны профиля первого звена для полюсного цевочного зацепления с
a1 = 50мм и передаточного отношения i12 = 2 представлены на
рис. 3. Линия зацепления — улитка Паскаля, а профиль первого звена
— окружность.

Рассмотрим случай k1 = const, k2 = const. В этом случае получа-
ем совместно с уравнениями (1)–(3) избыточную систему уравнений,
решение которой приводит к наложению дополнительной связи на по-
стоянные параметры зацепления. Перепишем соотношение (4) в виде

α̇− ωj =
ajωj sinα

r −Rj

. (12)

Отсюда при R1 = const, R2 = const

ω1 +
a1ω1 sinα

r −R1
= ω2 +

a2ω2 sinα

r −R2
. (13)

Формула для линии зацепления в случае k1 = 0, k2 = const получается
из выражения (13) в виде

r = R2 +
ajωj sinα

ω1 − ω2
. (14)

Это, как и (11), полярное уравнение улитки Паскаля. Из (12) следует,
что

α̇ = ω1. (15)
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Рис. 4. Линия зацепления для случая
k1 = 0k1 = 0k1 = 0, k2 = constk2 = constk2 = const:
O1 — ось вращения первого звена; O2 —
ось вращения второго звена; P — полюс
зацепления

Дифференцируя (14) по време-
ни t и используя (2), с учетом (15)
получаем

ω1ajωj cosα

ω1 − ω2
= −ajωj cosα.

Отсюда
ω1

ω1 − ω2
= −1. Это означа-

ет, что такая передача может быть
выполнена в виде торцовой [7] с
внутренним зацеплением и пере-
даточным отношением i12 = 1, 2.
При этом цевки располагаются на
втором колесе, а профили зубьев
первого колеса – прямые, парал-
лельные радиальным прямым. При
этом скорости имеют выражения
соответственно v1 = −a1ω1 sinα,
v2 = R2(ω1 − ω2) = const.

Если k1 = k2, то из (4) имеем ω1 = ω2 и, следовательно, a1 = a2, что
соответствует механизму муфты с нулевым межосевым расстоянием
с произвольными, но конгруэнтными элементами звеньев. Такому же
результату соответствует решение при k1 = k2 = const, k1 = k2 = ∞
(R1 = R2 = 0).

На рис. 4 показана линия зацепления для случая k1 = 0, k2 = const.
Заключение. Полученные формулы описывают все множество по-

люсных и внеполюсных плоских цевочных передач с внутренним,
внешним и реечным зацеплениями. В результате решения задачи по-
является возможность их анализа по всему множеству основных и
производных критериев эффективности, а также возможность выбо-
ра оптимальных соотношений постоянных параметров — межосевого
расстояния, передаточного отношения, радиуса цевок и радиуса уста-
новки цевок.
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