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Введение. При выполнении проектно-конструкторских работ по созданию антен-
но-фидерных и протяженных волноводно-распределительных систем с тонкостен-
ным неосесимметричным поперечным сечением для новых перспективных косми-
ческих аппаратов необходимы соответствующие методы расчета [1, 2]. 

Согласно теории стержней [3–5], применение упрощенных моделей, имею-
щих эквивалентные геометрические и инерциальные характеристики, нагрузки 

mailto:IKudryavcev@sfu-kras.ru
mailto:PSilchenko@sfu-kras.ru
mailto:mix@iss-reshetnev.ru
mailto:gotselukoll@ngs.ru


Сравнительная оценка решений системы дифференциальных уравнений… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2017. № 1 5 

и способы закрепления, при оценке напряженно-деформированного состояния 
(НДС) отдельных волноводов и волноводно-распределительных систем в целом 
не позволяет создавать изделия с минимальными массогабаритными парамет-
рами и наилучшими функционально-эксплуатационными характеристиками. 

При разработке таких уточненных методов расчета волновода получена 
общая глобальная система нелинейных дифференциальных уравнений, описы-
вающих его статическое, динамическое и термоупругое состояния [6]. Трудно-
сти математического характера приводят к тому, что к настоящему времени не 
получено общее аналитическое решение даже для частной системы дифферен-
циальных уравнений одной пластинки, составляющей конструкцию волновода, 
тем более для общей глобальной системы дифференциальных уравнений моде-
ли участка волновода, состоящей из четырех пластинок, образующих прямо-
угольное поперечное сечение [7, 8]. 

В работе [9] на основе положений теории пластин и оболочек с использова-
нием полуобратного метода Сен-Венана в перемещениях и напряжениях уда-
лось получить частное аналитическое решение глобальной системы дифферен-
циальных уравнений модели прямого участка волновода и определить уточнен-
ное НДС в любой точке его конструкции при наиболее опасных изгибных де-
формациях. 

Аналитическое решение [9] позволило уточнить (по сравнению с формулой 
Навье) выражение для определения максимальных нормальных напряжений, а 
также выявить касательные напряжения в локальных областях исследуемого 
волновода. 

Сравнивая выражения, полученные при использовании аналитических вы-
водов [9], с зависимостями, основанными на формуле Навье, выявили, что при 
определенных соотношениях геометрических размеров тонкостенного прямо-
угольного поперечного сечения исследуемых волноводов результаты могут зна-
чительно отличаться. 

Решение [9] и другие существующие аналитические [3–5, 10–12], а также чис-
ленные методы решений [13 и др.] позволяют получать еще более широкий диапа-
зон результатов при расчете НДС тонкостенных неосесимметричных конструкций 
волноводов. Для проведения расчетов при проектировании волноводно-
распределительных систем необходимо выбирать наиболее достоверные методы 
расчета для конструкций волноводов в широком диапазоне геометрических раз-
меров тонкостенных неосесимметричных поперечных сечений. 

Следовательно, для выбора наиболее достоверного метода расчета кон-
струкций волноводов в широком диапазоне геометрических размеров необхо-
димо выполнить сравнительную оценку решений по основным, наиболее при-
меняемым методам с обоснованным анализом полученных результатов. 

 Постановка задачи. Сравнительную оценку решений выполним для случая 
изгиба прямого участка волновода относительно оси z в глобальной системе 
координат под действием изгибающего момента Mz в плоскости минимальной 
жесткости (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема нагружения прямого участка волновода 
 
В качестве основных исследуемых и сравниваемых параметров примем мак-

симальные значения нормальных и касательных напряжений в тонкостенной 
конструкции прямого участка волновода. 

 Аналитические решения задачи. Решение по теории стержней. При изгибе 
прямого участка (см. рис. 1) волновода возникают только нормальные напряжения, 
которые не зависят от конструктивных особенностей поперечного сечения и, со-
гласно теории стержней [3–5], определяются для каждой составляющей его пла-
стинки по формуле Навье: 

           1 2 3 4 ,z

z

M y
J

 .
2 2
H Hy     (1) 

Максимальные значения нормальных напряжений действуют не только на 

наружных поверхностях пластинок 1 и 3 при 1, 3 ,
2
tz   но и на боковых сторонах 

пластинок 2 и 4 при 2,4 / 2Н    (см. рис. 1, 2, а) и составляют 

            1max 2 max 3max 4 max .
2

z

z

M H
J

  (2) 

Касательные напряжения при таком нагружении, согласно данным работ 
[3–5], принимаются равными нулю. 

Решение по теории тонкостенных стержней. Как известно [10–12], при 
расчете по теории тонкостенных стержней аналитически уточняется влияние 
касательных напряжений от поперечных сил и крутящих моментов с соответ-
ствующей им депланацией поперечного сечения.  

В рассматриваемом случае нагружения (см. рис. 1) происходит свободный 
(нестесненный) изгиб под действием только изгибающего момента в одной 
плоскости. Центр изгиба совпадает с центром тяжести поперечного сечения.  
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В результате решения по теории тонкостенных стержней получено выра-
жение, совпадающее с формулой Навье (1), (2). Распределение нормальных 
напряжений показано на рис. 2, а. 

Рис. 2. Напряженное состояние волновода при изгибе; решение для стержневой (а)  
и оболочечной (б) моделей  

 
Аналитическое решение системы дифференциальных уравнений. В работе 

[9] на основе положений теории упругости [14–16], теории пластин и оболочек с 
использованием полуобратного метода Сен-Венана построено аналитическое 
решение рассматриваемой задачи изгиба составной оболочечной модели кон-
струкции волновода (см. рис. 1), которое имеет следующий вид: 
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Используя выражения (1), можно определить напряжения и деформации в 
любой точке i-х пластинок (i = 1, 2, 3, 4), составляющих прямой участок волно-
вода (см. рис. 1) при его изгибе, по зависимостям [14–16]: 

   
                 

2 2 2

2 2 2 2 ;
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ii z i i
i i i

i i i

E   (4) 

 
2 2 2

2 2 2 2 ;
1

izi i i
i i i
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На рис. 2, б показано распределение нормальных напряжений согласно 
уточненным зависимостям состояния оболочечной модели волновода (3). 

 Например, максимальные нормальные напряжения при изгибе прямого 
участка волновода, которые действуют на наружных поверхностях пластинок  
1 и 3 (i = 1, 3), определяются по формуле 

 
       

1max 3max 2
1

2 2 (1 )
z

z

M h t
J

.  (6) 

Выражения нормальных напряжений для пластинок 2 и 4 аналогичны из-
вестной формуле Навье [1]: 

   2 2,z

z

M
J

     4 4.z

z

M
J

  (7) 

Максимальные значения нормальных напряжений действуют на боковых 
сторонах и равны: 

      2 max 4 max .
2

z

z

M H
J

  (8) 

Анализ уточненного НДС при изгибе прямого участка волновода позволил 
также выявить локальные области касательных напряжений по линиям соедине-
ния отдельных пластинок, составляющих поперечное сечение (см. рис. 2). Макси-
мальные касательные напряжения определяются по формуле из работы [9]: 

 


 


2
max 2 .

2 (1 )
z

z

M t
J

  (9) 

Касательные напряжения при изгибе прямого участка вызваны геометриче-
ской неоднородностью формы поперечного сечения волновода, имеют локаль-
ный самоуравновешенный характер и не влияют на общее НДС волновода. 
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 Численные решения задачи. Проведены сравнительные расчеты числен-
ным методом конечных элементов (МКЭ) в ANSYS с использованием конечных 
элементов различных типов для прямых участков волноводов с разными типо-
размерами их поперечных сечений: от 5,5×11×1,2 до 100×232×2 мм. 

 Характеристика и обоснования расчетной схемы и методов численного 
расчета. Для получения максимально однородного поля напряжений были 
определены длина прямого участка волновода для каждого типоразмера попе-
речного сечения, способы их закрепления и нагружения. 

С учетом вычислительных особенностей МКЭ для расчета прямого участка 
волновода (см. рис. 1) выбрана эквивалентная схема (рис. 3, а), которая пред-
ставляет собой тонкостенный стержень, жестко закрепленный с одной стороны 
и нагруженный единичным изгибающим моментом с другой.  

Длина L прямых участков волноводов определяется из условия минималь-
ного влияния на получаемые результаты краевых эффектов от закреплений и 
нагружения, что описывается следующей формулой: 

  6max , .L H B   (10) 

Вследствие того, что узлы объемных конечно-элементных моделей в МКЭ 
имеют только поступательные степени свободы, существуют известные трудно-
сти по приложению к объемным моделям сосредоточенных моментов. Автора-
ми предложено смоделировать изгибающий момент в виде линейного распре-
деления сил (см. рис. 3, а) по поперечному сечению прямого участка волновода 
с использованием разработанного программного обеспечения [17]. 

Для примера на рис. 3, б показано распределение максимальных нормаль-
ных напряжений при изгибе. Видно, что краевые эффекты от мест закрепления 
прямого участка и приложения к нему нагрузки имеют влияние на расстоянии, 
приблизительно равном максимальному характерному размеру поперечного 
сечения волновода.  

Значения максимальных нормальных (6) и касательных (9) напряжений, 
рассчитанные по предлагаемой методике, сравнивали со значениями, получен-
ными по формуле Навье (2) и МКЭ в ANSYS. Сравнение выполняли для раз-
личных типов следующих конечных элементов с линейной и квадратичной 
функциями: 

  балочные конечные элементы — Beam4, Beam188, Beam189; 
  оболочечные конечные элементы — линейный Shell181 и квадратичный 

Shell281; 
  твердотельные конечные элементы — линейный Solid185 и квадратичный 

Solid98. 
Число конечных элементов определяется условием достижения максималь-

но возможного однородного поля напряжений (см. рис. 3, б) и минимального 
расстояния (примерно один максимальный характерный размер) от границ это-
го однородного поля до мест закрепления и нагружения (рис. 3, а). 
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Рис. 3. Расчет прямого участка волновода в ANSYS:  
а — расчетная схема приложения момента; б — изоповерхность максимальных  

нормальных напряжений при изгибе 
 
Число конечных элементов составило: для стержневой ~1000, для оболочечной 

модели 7000…9000 и для твердотельной модели 40 000…60 000 (см. рис. 4). 
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 Рис. 4. Конечно-элементная сетка для волновода сечением 15×35 мм:   
оболочечные (а) и твердотельные (б) конечные элементы 

 
Нормальные напряжения. На рис. 5 показана характерная картина распре-

деления изгибных нормальных напряжений в пластинках прямого участка вол-
новода, полученная при расчетах с применением оболочечных и твердотельных 
конечных элементов. 

Результаты расчета максимальных изгибных нормальных напряжений в 
пластинках прямого участка волновода по всем сравниваемым методикам све-
дены в табл. 1. 

 При оценке относительного отклонения результатов в качестве сравни-
тельного значения максимальных напряжений принято значение, рассчитанное 
согласно предложенной авторами методике по зависимости (6). 
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Рис. 5. Результаты расчета напряжений в ANSYS для волновода сечением 15×35 мм:  
оболочечные (а) и твердотельные (б) конечные элементы Shell281 и Solid98 
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По полученным результатам (см. табл. 1) построены графики (рис. 6), пока-
зывающие отклонение значений по рассматриваемым и анализируемым мето-
дикам расчета относительно результатов, полученных по предложенной мето-
дике (6) для разных типоразмеров (№ 1…№ 10) поперечного сечения прямых 
участков волноводов. 

Проведенные по предложенной методике расчеты прямых участков волно-
водов с различными типоразмерами поперечных сечений показали, что анали-
тическое решение (6) отличается от результатов, полученных другими метода-
ми, на 0,1…3,1 % (см. табл. 1).  

Предложенная методика расчета и полученное аналитическое решение (6) 
для тонкостенного прямого участка волновода основаны на положениях теории 
пластин и оболочек. Корректность применения такого подхода следует из суще-
ствующего в линейной теории тонких оболочек характерного отношения [9]: 
  0 ,h R   (11) 

где h — толщина стенки оболочечной конструкции волновода; 0R  — мини-
мальный радиус кривизны поперечного сечения оболочечной конструкции. 

Согласно принятым обозначениям (рис. 5, б), отношение (11) примет вид 
  ,t R   (12) 
где 0,5 .R h  

 Значения характерного отношения (12) для волноводов всех рассмотрен-
ных типоразмеров сечений представлены в табл. 1, а также на графике (кривая 7 
на рис. 6). Видно, что для рассмотренных типоразмеров поперечного сечения 
значение характерного отношения (12) значительно меньше рекомендуемого  
в [7] для тонких оболочек предельного значения: 1.t R   

Рис. 6. Сравнение относительных значений (%) результатов расчета  
максимальных нормальных напряжений  

Полученные по разным методикам результаты расчетов имеют тенденцию к 
схождению при уменьшении значений характерного отношения (12) для типо-
размеров с большими размерами поперечного сечения волновода, так как в 
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этом случае возникающие от использования гипотез Кирхгофа погрешности 
имеют наименьшее влияние на получаемые результаты [7]. 

При малых размерах поперечного сечения волновода значение характерно-
го отношения (12) увеличивается и наблюдается значительное расхождение для 
максимальных нормальных напряжений, полученных с использованием теории 
пластин и оболочек (кривые 1, 4, 5), и результатов, полученных по формуле На-
вье (2) (кривая 2) для стержневых (кривая 3) и твердотельных (кривые 6, 7) ко-
нечных элементов.  

При расчетах волноводов всех типоразмеров выполняется условие 1t R  , а  
с учетом хорошей сходимости результатов, полученных по авторской методике 
(кривая 1) и с использованием оболочечных конечных элементов (кривые 4, 5), 
можно утверждать о более высокой точности предлагаемого аналитического реше-
ния (3) и полученного выражения (6) для максимальных напряжений. 

Значения максимальных нормальных напряжений, рассчитанные по пред-
лагаемой методике и выражению (6), всегда больше, чем значения, найденные с 
применением других методик (см. рис. 6).  

Анализ полученных результатов расчетов по выражению (6) и другим мето-
дикам показывает, что они существенно расходятся при 0,15t R  .  

Такое граничное значение характерного отношения значительно меньше, 
чем предложенное В.В. Новожиловым в работе [7]. По мнению авторов настоя-
щей работы, это можно объяснить особенностями НДС неосесимметричных 
тонкостенных конструкций прямоугольного поперечного сечения, что особенно 
следует учитывать при расчетах малых типоразмеров их поперечных сечений, 
специальных условиях изготовления, монтажа и эксплуатации, например для 
волноводов различных космических аппаратов связи. 

Касательные напряжения. Значения максимальных касательных напряже-
ний (табл. 2), рассчитанные по формуле (11), для рассматриваемых типоразме-
ров сечений волноводов составляют всего 0,18…1,5 % уровня максимальных 
нормальных напряжений (6). При возрастании характерного отношения (12) 
уровень максимальных касательных напряжений уменьшается (рис. 7). 

 Рис. 7. Относительный уровень максимальных касательных напряжений (%)  
 
По данным табл. 2 построен график (см. рис. 7) зависимости относительных 

максимальных касательных напряжений от максимальных нормальных напря-
жений, рассчитанных по формуле (6). 
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Остальные рассмотренные методы расчетов (формула Навье и МКЭ) не за-
фиксировали появление касательных напряжений в местах соединения пласти-
нок. Следовательно, при анализе НДС прецизионных тонкостенных конструк-
ций необходимо более строго подходить к выбору методов расчета. 

Касательные напряжения могут оказывать значительное влияние на каче-
ство функционально-эксплуатационных характеристик волновода и его работо-
способность в целом. Например, при знакопеременном изгибе волноводов, 
например, в результате периодического нагрева солнечным излучением и охла-
ждения в тени в течение всего заданного срока активного существования кос-
мического аппарата на орбите (10–15 лет) циклическое воздействие касатель-
ных напряжений может приводить к появлению в нанесенном электропрово-
дящем покрытии микротрещин, их развитию в макротрещины и последующему 
отслаиванию. 

Особенности МКЭ-решения. В настоящее время для расчетов тонкостенных 
конструкций, включая сложные пространственно-разветвленные волноводно-
распределительные системы, наиболее широко используется численный МКЭ с 
применением различных настроек (типы, формы КЭ и др.). Анализ результатов, 
показанных на рис. 6, позволяет оценить особенности этих численных решений, 
сравнить и выбрать наиболее корректный подход в каждом конкретном случае. 

 Результаты расчетов изгибных нормальных напряжений для всех балочных 
типов конечных элементов Beam4, Beam188 и Beam189 (кривая 3) полностью 
идентичны и сопоставимы с результатами расчетов по формуле Навье (кривая 2). 
Следовательно, эти кривые совпадают (см. рис. 6), поскольку для всех балочных 
конечных элементов при определении изгибных нормальных напряжений ис-
пользуют формулу Навье (6) [13]. 

 Результаты расчетов с твердотельными конечными элементами типа Solid185 
и Solid98 (кривые 6, 7) практически полностью совпали с результатами расчетов  
по формуле Навье, так как узлы этих конечных элементов имеют только поступа-
тельные степени свободы, а в полученном аналитическом решении (6) поправка 
идет именно за счет учета изменения кривизны пластинок.  

 Использование твердотельных конечных элементов не позволяет учиты-
вать влияние искривления тонкостенных элементов (пластинок) простран-
ственных конструкций, определяются только нормальные напряжения от рас-
тяжения или сжатия продольных волокон.  

 Расчеты оболочечных конечных элементов типов Shell181 (кривая 4) и 
Shell182 (кривая 5) основаны на гипотезах теории пластин и оболочек [7, 13]. 
Это позволяет учитывать изменение кривизн тонкостенных элементов (пласти-
нок), что вызывает существенный рост максимальных нормальных напряжений 
по сравнению с вычислениями по формуле Навье и МКЭ с твердотельными ко-
нечными элементами. Результаты расчетов оболочечных конечных элементов 
показывают (см. рис. 6) хорошую сходимость с данными, полученными по 
предлагаемой методике (6). 
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 При использовании конечных элементов с линейной функцией формы 
(Shell181, Solid185) результаты расчетов существенно зависят от качества конеч-
но-элементной сетки (размеров, упорядоченности структуры и других факто-
ров), а для конечных элементов с квадратичной функцией формы (Shell182, 
Solid98) это влияние значительно слабее и получаемое численное решение более 
устойчиво. На рис. 6 хорошо заметна разность в сходимости кривых 6 и 7 для 
твердотельных конечных элементов при решении по формуле Навье (кривая 2), 
причем для линейных (кривая 6) амплитуда отклонений заметно больше, чем 
для квадратичных конечных элементов (кривая 7). 

 Установлено, что все рассмотренные способы сравнительных расчетов 
МКЭ не позволяют фиксировать появление касательных напряжений в местах 
соединения тонкостенных пластинок, составляющих неосесимметричное пря-
моугольное поперечное сечение прямых участков волноводов. 

 Следовательно, при выборе методов анализа НДС необходимо учитывать 
особенности, достоинства и недостатки каждого: 

  теоретические зависимости балочных конечных элементов Beam4 созда-
ны на основе теории стержней [1, 2], и возникновение касательных напряжений 
предполагается только от поперечных сил; 

  теоретические зависимости балочных конечных элементов Beam188 и 
Beam189 построены с учетом зависимостей теории тонкостенных стержней и 
предполагают наличие касательных напряжений только от поперечных сил и 
крутящих моментов; 

  твердотельные конечные элементы Solid185 и Solid98 имеют только по-
ступательные степени свободы, что позволяет учитывать растяжение или сжа-
тие продольных волокон при изгибе без влияния изменения их кривизн, кото-
рые в рассматриваемом случае нагружения и приводят к сдвигам; 

  оболочечные конечные элементы Shell181 и Shell182 позволяют учесть 
изменение кривизн тонкостенных элементов (пластинок), однако касательные 
напряжения для них определяются по срединным поверхностям, где сдвиги от-
сутствуют, в том числе и по предлагаемому решению [4]. 

 При расчетах оболочечных и твердотельных конечных элементов макси-
мальные нормальные напряжения имеют склонность к схождению только при 
весьма малом характерном отношении (12), что и позволяет определить обос-
нованный критерий в выборе соответствующего типа конечного элемента для 
анализа НДС неосесимметричных тонкостенных конструкций прямых участков 
волноводов. 

Результаты расчетов максимальных нормальных напряжений в пластинках 
прямого участка волновода по предлагаемой методике с использованием теории 
пластин и оболочек оказались наиболее близки к численным результатам МКЭ 
при применении оболочечных конечных элементов Shell181 с линейной функ-
цией формы. Наибольшее расхождение (см. рис. 6) результатов для максималь-
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ных нормальных напряжений, полученных по предлагаемой методике и МКЭ с 
использованием конечных элементов Shell181, не превысило 0,4 %. 

 Заключение. Согласно предложенному способу моделирования тонко-
стенных стержней неосесимметричного поперечного сечения, образованного 
отдельными элементами (пластинками), получено аналитическое решение си-
стемы дифференциальных уравнений для частного случая анализа НДС при из-
гибе прямого участка волновода. 

Полученное с использованием полуобратного метода Сен-Венана аналити-
ческое решение позволило при определении максимальных нормальных 
напряжений уточнить формулу Навье для случая расчета стержней тонкостен-
ного замкнутого поперечного сечения и выявить локальные области появления 
касательных напряжений при изгибе в местах соединения пластинок, составля-
ющих данное поперечное сечение тонкостенных стержней (прямых участков 
волноводов).  

Проведены сравнительные расчеты изгибных нормальных напряжений 
прямых участков волноводов по формуле Навье и МКЭ в ANSYS для различных 
типов конечных элементов. Результаты показали хорошую сходимость, откло-
нение составило 0,1…3,1 %. Сравнительный анализ результатов расчетов, полу-
ченных численным МКЭ в ANSYS и по предлагаемой методике, также позволил 
выявить особенности напряженного состояния волноводов при изгибе и уточ-
нить области применения в МКЭ различных типов конечных элементов. 

Использование полученных результатов в практических целях при проек-
тировании космических аппаратов с волноводно-распределительными систе-
мами разных типоразмеров поперечных сечений позволит уменьшить массу, 
оптимизировать трассировку прокладки волноводов и расстановку промежу-
точных опор, а также радиусы и технологию изготовления криволинейных 
участков.  

Результаты исследований использованы в проектно-конструкторских и 
технологических работах при создании волноводно-распределительных и ан-
тенно-фидерных систем космических аппаратов типов «Экспресс», «Луч» и др. 
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Abstract Keywords 
It is possible to create the extended thin-walled waveguide 
structures with minimum mass parameters and the best 
functional and operational characteristics only when using 
the corresponding specified calculation methods and sol-
ving the nonlinear differential equations describing the 
static, dynamic and thermoelastic states. The study gives 
the analytical solution of the system of nonlinear differen-
tial equations in quotient derivatives describing the deflec-
ted mode of the thin-walled structures of the rectangular 
cross-sectional waveguides straight sections at their bend. 
We evaluated such solution and compared it to other 
known methods. In particular, we compared the maximum 
stress values when the straight sections of the thin-walled 
waveguides of various standard sizes are bent. The values 
were obtained by applying the offered technique and as a 
result of calculation using Navier formula. We also applied 
a numerical finite-element method in ANSYS and used 
various types of finite elements. Findings of the research 
revealed some features of waveguides stressed state at the 
bend, and helped to specify the fields of applying various 
types of finite elements 
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