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Аннотация Ключевые слова 
Проанализированы особенности численных методов 
моделирования конвективного теплообмена при обте-
кании высокотемпературным идеальным вязким газом 
поверхностей различной конфигурации. Рассмотрены 
случаи сверхзвукового плоскопараллельного обтекания 
пластины, а также дозвукового и трансзвукового тече-
ний газа в осесимметричном канале. Проведен анализ 
RANS-методов описания движения газа в рассматрива-
емых задачах. Разработаны рекомендации по выбору 
размеров элементарных объемов расчетной сетки для 
различных моделей турбулентности. Показано, что при 
соблюдении предлагаемых рекомендаций можно до-
стичь удовлетворительной точности определения зна-
чений конвективного теплового потока. Результаты 
исследования могут быть использованы при моделиро-
вании теплового состояния элементов конструкции 
высокоскоростных летательных аппаратов, силовых 
установок, а также энергетических и высокоэнталь-
пийных технологических систем 
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Введение. Одной из задач при проектировании элементов конструкции лета-
тельных аппаратов (ЛА), силовых установок ЛА, а также энергетических и вы-
сокоэнтальпийных технологических систем является моделирование их тепло-
напряженного состояния. Анализ конвективного теплообмена на разных по-
верхностях элементов конструкции ЛА можно разделить на несколько задач, 
которые в большинстве случаев требуют сопряженного решения. К наиболее 
распространенным задачам относятся моделирование плоскопараллельного об-
текания пластины сверхзвуковым потоком и расчет течения сжимаемого газа 
(трансзвукового и дозвукового) в осесимметричном канале.  
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Для решения рассматриваемых задач успешно используются Reynolds — 
averaged Navier — Stokes (RANS) методы, основанные на решении уравнений  
Навье — Стокса, осредненных по Рейнольдсу или Фавру и дополненных урав-
нениями турбулентного переноса. Данные методы позволяют оптимизировать 
вычислительные ресурсы машинного времени и, в случае надлежащего выбора 
математической модели, а также параметров конечно-объемной расчетной об-
ласти, обеспечить удовлетворительное совпадение расчетов с экспериментом.  
В частности, для достижения требуемой точности необходимо использовать 
наиболее подходящие модели турбулентности и обеспечить определенные зна-
чения безразмерной толщины пристеночной ячейки y+. Существующие реко-
мендации по выбору параметра y+ [1, 2] имеют приближенный характер, и для 
каждого конкретного случая требуется их уточнение.  

 Одно из возможных уравнений для определения значения параметра y+ 
следующее: 

  тр
+

ρ
,

μ
v yy  

где y — толщина пристеночной ячейки; ρ — 
плотность газа; μ — динамическая вязкость газа; 

тр τ/ρv   — скорость трения, τ — касательные 
напряжения, рассчитанные в пристеночной 
ячейке (рис. 1). 

Рекомендации по выбору значения пара-
метра y+ обычно имеют своей целью достижение 
рационального баланса в решении двух базовых 
задач: получение адекватных параметров погра-
ничного слоя (ПС) и оптимизация времени расчета. Под адекватными парамет-
рами ПС будем понимать параметры, соответствующие экспериментальным 
данным, что является определяющим в рассмотрении конвективного теплового 
потока от газа к стенке.  

Существует два подхода к моделированию пристеночной области течения. 
Первый подход подразумевает использование полуэмпирических зависимостей, 
описывающих профиль пограничного слоя без разрешения вязкостного и пере-
ходного подслоев. Данные зависимости именуются «пристеночными функция-
ми» и используются для описания области, заключенной между стенкой и обла-
стью полностью турбулентного потока. Второй подход подразумевает разреше-
ние вязкостного и переходного подслоев вследствие сгущения расчетной сетки 
в пристеночной области. 

Основное преимущество первого подхода — меньшее число ячеек расчет-
ной сетки для описания пристеночной области. Однако использование первого 
подхода может привести к результатам, не соответствующим эксперименталь-

Рис. 1. Фрагмент расчетной 
сетки 
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ным данным, в областях с переходными режимами турбулентности, а также  
в застойных вихревых зонах ввиду несоответствия профиля пограничного слоя, 
описанного пристеночной функцией, экспериментальному. В связи с этим в ра-
боте применен второй подход. 

Широко распространенные коммерческие программные комплексы (ПК) 
вычислительной гидрогазодинамики позволяют использовать как первый, так и 
второй подходы. В программный код некоторых ПК введено условие автомати-
ческого включения и выключения модуля с использованием пристеночных 
функций при определенных значениях y+ (в случае применения RANS-моделей 
турбулентности). Так, например, в CFX 14.0 (приложение ПК ANSYS) блок при-
стеночных функций автоматически включается при значениях y+ > 10. В отли-
чие от CFX 14.0 приложение Fluent 14.0 ПК ANSYS позволяет пользователю вы-
брать тот или иной способ разрешения пограничного слоя независимо от зна-
чения y+. 

Как уже отмечалось, от значения параметра y+ также зависит и время расче-
та t. Поскольку решение систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 
получаемых в результате линеаризации и дискретизации уравнений газодина-
мики при неявном методе решения, осуществляется методом Гаусса, то t ~ N3, 
где N — число ячеек расчетной сетки, равное числу строк в матрице СЛАУ. Для 
уменьшения времени расчета можно уменьшить значение y+ путем изменения 
толщины ячейки y при сохранении значения N. Однако при формировании 
расчетной сетки требуется обеспечить вполне определенные значения относи-
тельного удлинения (Aspect Ratio) каждой ячейки, равного AR = b / y (см.  
рис. 1). В соответствии с существующими рекомендациями эта величина не 
должна превышать 100. Поэтому уменьшение y приводит к необходимости 
уменьшения ширины ячейки b и соответственно увеличению N. Таким образом, 
при необходимости уменьшения значения параметра y+ (в рамках одной и той 
же задачи) требуется увеличение числа ячеек расчетной сетки. 

 Цель настоящей работы — исследование закономерностей влияния без-
размерной толщины пристеночной ячейки y+ на точность расчета конвективно-
го теплообмена при сверхзвуковом плоскопараллельном обтекании пластины, а 
также для случая трансзвукового и дозвукового течений газа в осесимметрич-
ных каналах. Проведено сравнение результатов, полученных численным моде-
лированием, с имеющимися эмпирическими данными [3–5]. 

 Математическая модель. В работе для численного моделирования процес-
сов теплообмена используются уравнения неразрывности, сохранения импульса 
и энергии. Векторная форма системы уравнений в декартовой системе коорди-
нат имеет следующий вид: 

 ( ) ( ) ( ) 0,A E B F C G
t x y z
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; 

x, y, z — координаты; u, v, w — составляющие скорости газа вдоль осей , ,x y z ; 
T, p,  — температура, давление и плотность газа; 

 2τ 2μ μ ,
3xx

u u v w
x x y z
            

   2τ 2μ μ ,
3rr

v u v w
y x y z
            

 

  τ τ μxy yx
u v
y x
       

, 

τ τ μxz zx
w u
x z

       
, τ τ μyz zy

v w
z y
       

 — вязкие напряжения для газо-

вого потока; ,x
Tq
x


 


 ,y

Tq
y


 


 z

Tq
z


 


 — тепловые потоки в направле-

ниях осей , ,x y z ; 
2 2 2

ρ
1 2

p u we
k

  
 


 — полная энергия единицы массы газа; 

 ,   — вязкость и теплопроводность газа.  
Система замыкается с помощью уравнения состояния идеального газа, а 

также зависимостей, описывающих коэффициенты переноса в соответствии с 
использованными моделями турбулентности [1]: двухпараметрической стан-
дартной (k–ε)-модели; двухпараметрической (k–)-модели; комбинированной 
SST-модели (Shear Stress Transport). 

Теплофизические свойства среды (динамическая вязкость μ, теплопровод-
ность λ, плотность ρ) соответствуют воздуху и зависят от температуры [6]. Теп-
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лоемкость Cp и показатель адиабаты k в интервале исследуемых температур 
принимаются постоянными и равными Cp = 1050 Дж/(кг ∙ K) и k = 1,4 соответ-
ственно, что объясняется их слабым изменением. 

 Граничные условия и расчетные схемы. Задачи решались с помощью 
прикладных программных комплексов. Особенности каждой задачи формали-
зуются за счет использования соответствующих граничных условий. Введем 
следующую классификацию рассматриваемых задач: 

  моделирование дозвукового течения сжимаемого газа в осесимметрич-
ном канале — задача № 1; 

  моделирование сверхзвукового обтекания сжимаемым газом пластины — 
задача № 2; 

  моделирование трансзвукового течения сжимаемого газа в осесиммет-
ричном канале — задача № 3. 

 Решение задачи № 1 выполнено в стационарной трехмерной постановке с 
помощью приложения CFX 14.0 ПК ANSYS. Для уменьшения числа ячеек рас-
четная область представлена в виде сектора канала с углом 6°. Для численного 
моделирования используется расчетная схема и структурированная сетка, изоб-
раженные на рис. 2. Рассматривается канал с относительным удлинением 
L/d = 50 (L — длина канала, d — его диаметр). При решении задачи используют-
ся следующие граничные условия. На левой границе расчетной области задают-
ся массовый расход газа mвх, температура T1 и давление p1, на правой границе — 
условие постоянства массового расхода. Стенка канала принимается гладкой и 
имеет постоянную температуру Tw. 

Рис. 2. Расчетная схема (а) и структурированная сетка в продольном (б)  
и поперечном (в) сечениях для задачи № 1 

 
Задача № 2 рассматривается в стационарной квазидвухмерной постановке и 

моделируется при помощи приложения CFX 14.0 ПК ANSYS. При квазидвух-
мерном подходе предполагается, что расчетная область имеет толщину в одну 
ячейку. Данная постановка задачи обусловлена спецификой используемого ПК. 
Расчетная схема и структурированная сетка для задачи № 2 изображены на 
рис. 3. На левой границе расчетной области заданы число Маха M, температура 
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Рис. 3. Расчетная схема (а) и структурированная сетка (б) для задачи № 2 
 

T1 и давление p1, на правой границе — условие отсутствия распространения ма-
лых возмущений против направления движения потока. Стенка пластины при-
нимается гладкой, с постоянной по длине температурой Tw. 

Задача № 3 рассматривается на примере течения газа в области критическо-
го сечения сопла Лаваля в двухмерной осесимметричной постановке и модели-
руется с помощью приложения Fluent 14.0 ПК ANSYS. Для численного модели-
рования используются расчетная схема и структурированная сетка, изображен-
ные на рис. 4. На входе в расчетную область заданы полные температура *

1T   и 
давление *

1 ,p  на выходе — полное давление *
2.p  

В целях исключения влияния на исследуемые параметры краевых эффектов 
и неравномерности распределения параметра y+ для дальнейшего анализа выде-
лены следующие области течения. Для задачи № 1 проанализирована область 
х/d = 10...40 (d — диаметр канала). Применительно к задаче № 2 исследуется об-
ласть течения, соответствующая x/Lп = 0,1...0,8 (х — координата по длине пла-
стины относительно входной области, Lп — длина пластины). В задаче № 3 рас-
сматривается сечение с максимальным значением удельного теплового потока. 
Приводимое далее значение параметра y+ для указанной задачи принимается 
равным значению именно в этом сечении.  

Для последующего анализа влияния размеров ячеек в пристеночной обла-
сти расчетной сетки на вычисляемые тепловые потоки введем осредненное зна-
чение y+ср: 
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где x1 и x2 — координаты границ рассматриваемой области. 

Рис. 4. Расчетная схема (а) и структурированная сетка (б) для задачи № 3 
 
Использование данного подхода обусловлено тем, что y+ обычно изменяет-

ся по длине канала или пластины, но по результатам моделирования его мини-
мальное и максимальное значения в рассматриваемых областях отличаются от 
y+ср не более чем на 5…10 %. 

 Методика анализа. В качестве единого критерия для оценки точности ре-
зультатов моделирования принято относительное рассогласование значений 
удельного теплового потока: 

 ч.м э

э
δ ,q q

q


  

где qэ и qч.м — значения удельного теплового потока, полученные по полуэмпи-
рическим зависимостям и численным моделированием. 

Распределение теплового потока qэ по длине цилиндрического канала (за-
дача № 1) определяется путем моделирования течения в одномерной постанов-
ке. При этом предполагается, что для i-го участка канала выполняется следую-
щее уравнение: 

 э ( ),i i i wq T T    
где qэi — значение удельного теплового потока; i — коэффициент теплоотдачи; 
Ti — температура в ядре потока; Tw — температура стенки.  
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 Коэффициент теплоотдачи α определяется по следующей зависимости [4]: 

 
 

( 0,17 )0,8 0,43
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0,580, 022 Re Pr 1 ,il d
i i
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e
d l d


     
 
   

где Rei — число Рейнольдса; Pr = 0,68 — число Прандтля; хi — текущая коорди-
ната по длине канала;  — коэффициент теплопроводности. 

При вычислении значения Ti используется закон сохранения энергии. В ре-
зультате при разбиении канала на участки имеем: 

 э вх вых( ) ,i p i iFq mC T T 
 

где F — площадь поверхности стенки i-го участка; Cp — теплоемкость газа при 
постоянном давлении; Tвхi и Tвыхi — температура газа на входе и выходе из 
участка. Следует отметить, что значение температуры в ядре потока принимает-
ся равным среднему арифметическому температур Tвхi и Tвыхi. 

Для определения qэ при сверхзвуковом плоскопараллельном обтекании 
пластины (задача № 2) применена полуэмпирическая зависимость [4] следую-
щего вида: 
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где Т1 — статическая температура воздуха; Тw — температура пластины; ρw  — 
плотность газа при температуре пластины; M — число Маха набегающего пото-
ка; u1 — скорость набегающего потока; μw  — динамическая вязкость газа при 
температуре пластины; Pr = 0,68; r — коэффициент восстановления температу-
ры; k — показатель адиабаты газа. 

В задаче № 3 максимальное значение удельного теплового потока в сопле 
Лаваля при k = 1,4 определяется по следующей зависимости [5]: 
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где R — газовая постоянная; T0 — температура торможения газа; p0 — давление 
торможения газа; dкр — диаметр критического сечения сопла Лаваля; μ0 — ди-
намическая вязкость газа при температуре торможения T0. 
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 Результаты моделирования. В работе исследованы два режима течения в 
цилиндрическом канале (задача № 1), отличающиеся числом Re во входном се-
чении: Re ∙10 = 19,3 и 80,6, при этом температура стенки Тw, а также статические 
температура T и давление p во входном сечении приняты постоянными: Т =  
= 1000 K; Тw = 300 K; p = 0,1МПа. Значение Re на входе в канал определяется со-
гласно уравнению 
 Re ρ μ ,vd  
где v — скорость; ρ — плотность; μ  — вязкость, рассчитанные для газа на входе 
в канал.  

При исследовании обтекания пластины (задача № 2) рассмотрены следую-
щие два режима: Т1 = 236 и 216 K; Тw = 300 K; p = 35 651 и 5 529 Па; М = 2,6 и 4,2.  

Исследование течения газа в сопле Лаваля (задача № 3) выполнено при дав-
лении торможения газа p0 = 1 МПа и его температуре торможения T0 = 703 K. 
Температура стенки при этом составляла Tw = 300 K. 

На рис. 5 показано влияние параметра y+ср и модели турбулентности на от-
носительное рассогласование δ в случае дозвукового течения газа в цилиндри-

ческом канале при Re = 19,3 ∙ 103. На рис. 6 приведены примеры зависимостей 
относительного рассогласования δ в случае плоскопараллельного обтекания 
пластины от параметра y+ср для разных моделей турбулентности при M = 4,2 и  
p = 5529 Па. 

Анализ результатов, соответствующих (k–ε)-модели турбулентности, пока-
зывает, что рассогласование δ = 0,08...0,24 при дозвуковом течении сжимаемого 
газа в канале с круглым поперечным сечением (задача № 1) и δ = 0,08...0,18 при 
сверхзвуковом обтекании непроницаемой пластины (задача № 2). При этом δ 
практически не зависит от y+ср. Следует отметить лишь незначительное увели-
чение δ при росте Re. Достаточно высокие значения δ указывают на большую 
вероятность получения значительных ошибок в результате численного модели-
рования задач № 1 и № 2 при использовании (k–ε)-модели турбулентности.  

Рис. 5. Зависимость δ от y+ср при дозвуковом течении сжимаемого газа  
в цилиндрическом канале (Re = 19,3 ∙ 103):  

а — l/d = 10; б — l/d = 40; ○ — (k–)-модель; Δ — SST-модель; × — (k–ε)-модель 
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Рис. 6. Зависимость  от y+ср при сверхзвуковом обтекании пластины  
(M  = 4,2 и  p = 5 529 Па):  

а — Re = 7,80∙106 (х / Lп = 1); б — Re = 31,2 ∙ 106 (х / Lп  = 4); ○ — (k–)-модель;  
Δ — SST-модель; × — (k–ε)-модель 

 
Результаты расчетов, выполненных при использовании SST- и (k–)-моде-

лей турбулентности имеют следующие особенности. При y+ср < 4 имеет место 
минимальное значение относительного рассогласования δ. Следует отметить, 
что полученные профили температурного пограничного слоя удовлетворитель-
но согласуются с экспериментальными и теоретическими данными работ [3, 5]. 
В диапазоне y+ср = 4…10 наблюдается максимум параметра δ, что является след-
ствием недостаточного числа ячеек для описания профиля температурного по-
граничного слоя без пристеночных функций. При y+ср > 10 значение относи-
тельного рассогласования уменьшается по сравнению со значениями в диапа-
зоне y+ср = 4…10, что обусловлено использованием пристеночных функций, реа-
лизуемых в приложении CFX 14.0 ПК ANSYS.  

В связи с неравномерным распределением δ по длине исследуемых элемен-
тов конструкции в качестве одного из основных показателей точности решения 
целесообразно использовать максимальное значение модуля относительного 
рассогласования δmax. На рис. 7 и 8 изображены зависимости δmax от параметра 
y+ср для задач № 1 и № 2. 

 

Рис. 7. Зависимость max от y+ср при дозвуковом течении сжимаемого газа в цилиндри-
ческом канале:  

а — Re = 19,3 ∙ 103; б — Re = 80,6 ∙ 103; ○ — (k–)-модель; Δ — SST-модель 
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Рис. 8. Зависимость max от y+ср при сверхзвуковом обтекании пластины: 
а — M = 2,6,  p = 35651 Па;  б — M = 4,2,  p = 5 529 Па; ○ — (k–)-модель; Δ — SST-модель 
 
Рассмотрим некоторые особенности результатов, полученных для случая 

трансзвукового течения сжимаемого газа в области критического сечения сопла 
Лаваля (задача № 3). При y+ < 10 (рис. 9) результаты аналогичны приведенным ра-

нее. В диапазоне y+ > 10 наблюдается рост 
значения δ, что является следствием суще-
ственного влияния безразмерной толщины 
пристеночной ячейки на результаты модели-
рования. Как было отмечено, приложение 
Fluent 14.0 ПК ANSYS, с использованием ко-
торого проводилось моделирование течения, 
не содержит в алгоритме разрешения погра-
ничного слоя условия автоматического 
включения блока пристеночных функций 
при y+ > 10. Пограничный слой в этом случае 
описывается недостаточным количеством 
элементарных объемов для получения про-

филя температур вблизи стенки, соответствующего экспериментальным данным, а 
пристеночная ячейка охватывает вязкостный и переходный подслои. 

Выводы. Анализ полученных данных показывает, что использование 
RANS-методов численного моделирования позволяет достичь удовлетвори-
тельного уровня точности при моделировании процессов конвективного тепло-
обмена в задачах дозвукового течения сжимаемого газа в каналах с круглым по-
перечным сечением, сверхзвукового обтекания непроницаемой пластины, 
трансзвукового течения газа в осесимметричных каналах. 

Для повышения точности вычисления удельных тепловых потоков целесооб-
разно применять (k–)- и SST-модели турбулентности, обеспечивая при этом зна-
чение безразмерной пристеночной ячейки y+ < 4. Наибольшие рассогласования 
(до 24 %) получены при расчетах с использованием (k–)-модели турбулентности. 

При расчетах дозвукового течения в осесимметричных каналах использо-
вание SST-модели турбулентности обеспечивает рассогласование значений 
удельных тепловых потоков с полуэмпирическими зависимостями не более 8 %, 
а для (k–)-модели — в пределах 10 %.  

Рис. 9. Зависимость  от y+ при 
трансзвуковом течении газа в области 
критического сечения сопла Лаваля:  

○ — (k–)-модель; Δ — SST-модель 
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При моделировании сверхзвукового обтекания пластины значение δ не 
превышает 5…8 % (модели турбулентности k– и SST). В задачах трансзвуково-
го течения сжимаемого газа в осесимметричном канале δ находится в пределах  
5 % при использовании (k–)-модели турбулентности и в пределах 3 % при ис-
пользовании SST-модели. 

Результаты исследования могут быть использованы при расчетах теплового 
состояния элементов конструкции высокоскоростных ЛА и их силовых устано-
вок, а также энергетических и высокоэнтальпийных технологических систем. 
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Abstract Keywords 
The article examines the features of numerical simulation 
methods for convective heat transfer on high-temperature 
ideal viscous gas flows near the surfaces with different 
configuration. The study focuses on the problems of super-
sonic plane-parallel flow near the impermeable plate as well 
as the problems of subsonic flow of the compressible gas in 
a channel with a circular cross-section and of transonic 
flow in axisymmetric channels. For the problems under 
study, we analyzed RANS methods of gas flow description. 
Moreover, we gave recommendations on the choice of the 
mesh elementary volumes parameters for the different 
turbulence models. Findings of the research show that 
provided the recommendations given are followed, it is 
likely to determine the convective heat flux values with an 
acceptable accuracy (compared to other experimental data). 
The results of the research can be applied in the thermal 
state modeling for assembly parts of high speed aircraft, 
their propulsion systems as well as for assembly parts of 
power and high enthalpy industrial process systems 

Mathematical modeling, convective 
heat transfer, axisymmetric channel, 
plate, de Laval nozzle, accuracy of 
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