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Введение. Изучение закономерностей поведения пористых материалов при дина-
мических воздействиях — одно из наиболее интенсивно развиваемых направле-
ний физики высоких давлений. Его возникновение связано с решением широкого 
круга задач как фундаментального, так и прикладного характера [1–10]. 

 Вопросам разработки математических моделей и методов математического 
моделирования ударно-волновых процессов в изучаемых системах посвящено 
значительное число работ. Важное место в теоретических исследованиях зани-
мает проблема ударно-волновой чувствительности пористых энергетических 
материалов [6, 7, 10]. Несмотря на достигнутые результаты, ряд вопросов явля-
ется еще открытым и требует дальнейшего изучения. В частности, актуальным 
остается вопрос о влиянии тонкого слоя пластификатора на поверхности пла-
стически затекаемых пор на специфические особенности процесса распростра-
нения ударной волны (УВ) в двухфазном пористом материале. 

 Цель проведенных исследований — теоретическое обоснование возможно-
сти существования УВ в изучаемой двухфазной системе, анализ структуры 
фронта волны и оценка его ширины в УВ слабой интенсивности. 

 Постановка задачи и математическая модель. Рассмотрим задачу о стаци-
онарной УВ [11–14], распространяющейся со скоростью D  в двухфазном пори-
стом материале — несжимаемой вязкопластической среде (фаза 1), содержащей 
сферические поры радиусом а (регулярная ячеистая схема [2]; наличием газа в 
порах пренебрегаем) с покрытием их поверхности (фаза 2; несжимаемая вязкая 
среда). В предположении, что характерная ширина фронта УВ много больше 
характерного (представительного) элемента двухфазного пористого материала, 
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в системе координат, связанной с волной, интегралы законов сохранения массы 
и импульса на фронте УВ можно представить в виде [14] 

 ( )2 2
0 1 0 0 .p p D −− = ρ α − α α   (1)  

Это выражение справедливо для всех промежуточных состояний во фронте 
УВ (объемным содержанием фазы 2 пренебрегаем). В уравнении (1)  

 0
0

0

2 ln
3 1
Yp α=

δ + α −
  (2) 

— амплитуда упругого предвестника (где Y — предел текучести материала  
фазы 1); зависимости между фазовыми и среднеинтегральными значениями 
величин двухфазного пористого материала определяются следующими равен-
ствами [14]:  
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где p  — давление; α, δ — концентрационные симплексы подобия; ρ  — плот-
ность; b  — радиус сферического объема характерного элемента двухфазного 
пористого материала; a — радиус поры; с — радиус контактной границы фаз; 
индекс 0 относится к состоянию пористого материала перед фронтом УВ. 

 Результирующее уравнение связи, определяющее скачок начального состоя-
ния изучаемого материала во фронте УВ, имеет вид [14] 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,d v sp p p p= α α α δ γ + α α δ + α δ     (3) 

где динамические слагаемые ( ), , , ,dp α α α δ γ   и ( ), ,vp α α δ  отражают инерцион-
ные и вязкие эффекты при пластическом затекании пор, слагаемое ( ),sp α δ  ха-
рактеризует статическое сопротивление материала фазы 1. 

 Уравнение (1) с учетом равенства (2) и уравнения связи (3), в котором нуж-
но перейти к переменному ( ) 0,x Dt aξ = −  определяет структуру фронта стаци-
онарной УВ в двухфазном пористом материале. Математическая модель, ис-
пользуемая при анализе волнового профиля в изучаемой системе, имеет вид 
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где 
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Структура функционалов ( ), ,A α δ γ  и ( ), ,B α δ γ  известна [14]: 
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 В математической модели (4)–(6) 

 2

1 10 1

1 ; ; ; ;Yk R
D a Y

η μ ρ= = ζ = γ =
ρ η ρρ

  

,η μ  — коэффициенты вязкости фаз 1, 2. 
 Для достижения основной цели исследования ограничим дальнейший ана-

лиз определением точек покоя системы (4)–(6). Вопросы установления тополо-
гической структуры разбиения фазовой плоскости изучаемой системы на тра-
ектории по их типам с применением методов качественной теории дифферен-
циальных уравнений [15–17] в работе не рассматриваются. 

 Системы алгебраических уравнений для определения точек покоя (4)–(6). 
Для удобства дальнейших рассуждений введем новое переменное 
 .g d dα ξ   (7) 

В этом случае 2 2 ,d d dg dα ξ = ξ  и, согласно (4) и (7), приходим к нормальной 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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 В фазовой плоскости α0g точки покоя изучаемой системы определяются как 
корни алгебраических систем 
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  (9) 

и  
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принадлежащие множеству 

 2
0:1 ,G

g
α  

= ∈ ≤ α ≤ α  
  

  

что непосредственно следует из (5) и (8). А поскольку 0g =  и в системе (9), и в 
системе (10), то, в случае своего существования, любая точка покоя изучаемой 
системы принадлежит отрезку [ ]01, α  оси 0 ,α  т. е. имеет координаты ( ),0 ,α  где 

[ ]01, .α ∈ α  
 Точки покоя, определяемые системой (9). 1. Согласно (9) и (5), при любых 

значениях входящих параметров всегда существует точка покоя 0 0( ,0),O = α  
являющаяся очевидной. 

 2. Выясним, является ли точкой покоя изучаемой системы точка О1 = (1, 0); 
ее наличие связано с физическим процессом полного пластического затекания 
пор во фронте УВ. Отметим, что, согласно (5), имеет место очевидное неравен-
ство 

 1 ( 1) 0,+ γ − δ >  (11) 

а второе уравнение системы (9) может быть представлено в эквивалентном виде 
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Полагая в (12) 1,α =  приходим к новому равенству 
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которое может быть реализовано лишь при выполнении неравенства  

 1,δ <  (14) 

поскольку справедливо неравенство (11), согласно (5), имеет место неравенство 
0 1 0α − >  и 
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 Таким образом, точка ( )1 1, 0O =  — точка покоя изучаемой системы, если 
выполнено неравенство (14) и  
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где равенство (15) непосредственно следует из равенства (13). 
 3. При выполнении неравенства (14) выражение, стоящее в правой части 

равенства (12) под знаком натурального логарифма, для любого ( )01,α ∈ α  мо-
жет принимать лишь значения, меньше единицы, поскольку 
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 4. Пусть далее 
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В этом случае с учетом (11), (14), (16) и (17) при ( )01,α ∈ α  справедливы 
следующие неравенства: 
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то при 2 2 2
max1k k k< <  уравнение (12) определяет единственную точку покоя 

( )* * , 0O = α  (рисунок), где ( )0* 1, ,α ∈ α  а значения 2
1k  и 2

maxk  определены равен-
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ствами (15) и (18). Кроме того, при 2 2
1k k<  система (9) определяет единственную 

точку покоя ( )0 0 , 0 .O = α  При 2 2
1k k=  появляется вторая точка покоя ( )1 1, 0 ,O =  

которая с ростом значения параметра 2k  начинает «перемещаться» по отрезку, 
соединяющему точки ( )01, 1α −  и ( )0 , 0 ,α  от точки ( )01, 1α −  к точке ( )0 , 0 .α  
При 2 2

maxk k=  точка покоя ( )1 1, 0O =  «попадает» в точку покоя ( )0 0, 0 ;O = α  при 

дальнейшем росте параметра 2k  точка ( )1 1, 0O =  «исчезает» из зоны анализа. 
Значение параметра 2

max ,k  определенного равенством (18), где функционал 
( ),Φ γ δ  задан последним равенством (17), устанавливает условие существова-

ния минимальной скорости распространения УВ в двухфазном пористом мате-
риале: 
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D
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  (19) 

Ее появление физически обусловлено механическими свойствами фазы 1 
изучаемого материала. При 0δ =  равенство (19) известно [11, 12]. 

 

 
Точки покоя, определяемые системой (10). Согласно (5), система (10) опре-

деляет единственную точку покоя ( )1 1, 0 ,O =  которая всегда существует без-
относительно к значениям определяющих безразмерных параметров системы. Та-
ким образом, параметр 2k  является бифуркационным параметром. При 

( ) ( )2 2 2
max10, ,k k k∈ ∪ + ∞  система (10) имеет две точки покоя ( )1 1, 0O =  и 

( )0 0 , 0O = α . При значении параметра 2 2
1 ,k k=  где 2

1k  определено равенством (15), 

точка покоя 1(1,0)O  становится двойной; с ростом значения параметра 2k  из этой 
точки «выходит» третья точка покоя ( )* * , 0O = α  и «начинает свое движение» по 
оси 0α  в направлении точки покоя ( )0 0 , 0 .O = α  При 2 2

max ,k k=  где 2
maxk  опреде-

лено равенством (18), точка 0 0( ,0)O = α  становится уже двойной точкой покоя. 
При дальнейшем росте параметра 2k  вторая точка покоя «исчезает» из зоны  
анализа.  

 
Зависимость положения третьей точки
покоя *O  изучаемой системы от значения
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 Критическая скорость распространения УВ (инерционный режим пла-
стического затекания пор). Исходное дифференциальное уравнение (4) при 

0R =  интегрируется и с учетом (7) принимает следующий вид: 
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 (20) 

где функционал ( ), ,A α δ γ  определен в (6). 
 Рассмотрим поведение полученного решения в окрестности точки покоя 

( )1 1, 0 .O =  Формально принимая 1α =  в сомножителе в фигурных скобках пра-
вой части выражения (20) и учитывая асимптотическую оценку 
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 Значение параметра 2

crk  устанавливает условие существования критической 
скорости распространения УВ min ,crD D>  приводящей к полному пластиче-
скому затеканию пор во фронте волны: 
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При этом справедливы следующие асимптотические оценки: 
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( ) ( )[ ]

1/6
0

1/22/3
0

~ ;

~ ln ;

cr

cr

k k g

k k g
ε→+

ε→+

<  ε

=  ε − δ + ε
 

равенство (21) при 0δ = известно [11]. 
 Ударная волна слабой интенсивности. Теоретические оценки ширины 

фронта волны. По сложившейся терминологии (см., например, [11, 13]) УВ назы-
вают слабой или слабой интенсивности, если параметр 0 *,ω = α − α  где 
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( )0* 1,α ∈ α  является малым параметром, т. е. 1.ω  С использованием данного 
предположения найдем решение исходной задачи (4)–(6) для двух предельных ре-
жимов затекания пор во фронте УВ — инерционном ( )0R =  и сильновязком 
( )1 .R   

 Инерционный режим пластического затекания пор. При 0R =  дифферен-
циальное уравнение (4) интегрируется, а исходная математическая модель (4)–(6),  
используемая при анализе структуры фронта УВ, принимает следующий вид: 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2/3 0 01

0 2
0

2 002 2
0

0

0

22 1 , , 1 1
3 2

111 1 ln ln , 0;
1 1

lim ,

d A
d

k

−

ξ→+∞

 α − α α + αα  = α − α δ γ + γ − δ − ξ α  
α δ + α − δ + α −− − δ α − α + − δ + α ξ > δ + α − α δ + α − 

∃ α = α

 (22) 

где функционал ( ), ,A α δ γ  определен в (6). 
 Используя разложения в ряд правой части дифференциального уравнения 

(22) вначале по степеням ( )0 ,α − α  затем по ( )* ,α − α  получаем 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2
2/3 1

0 * 2
0

2
2

0 *2
*

0

1 12 1 , ,
3

1
, 0;

1
lim .

d A
d

k

−

ξ→+∞

+ γ − δα   = α − α δ γ + ξ α  
− δ + α − α α − α ξ >

δ + α − 
∃ α = α

 (23) 

Решение задачи (23) находится стандартными методами [15] и имеет вид 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

2
0* *

1/3
0 0

1/2
**

0 0* * *

th , 0;

2 1

3 , , 1 1
.

1 ( 1) 2 1 1 2
A

−

ξ α − α = α − α ξ ≥ Δ 
Δ = α α − ×

 α δ γ − δ δ + α −
× α − α + γ − δ − δ α + δ − + α + α 

 (24) 

Уравнение волнового профиля (24) при 0δ =  согласуется с известным урав-
нением [12]. В данной работе определена и область пригодности используемого 
разложения. Видно, что в рассматриваемом (инерционном) режиме затекания 
пор ширина фронта УВ не зависит от механических свойств материалов фаз 
изучаемой системы, доминирующее влияние на структуру фронта УВ оказывает 
микроструктура двухфазного пористого материала. 

 Сильновязкий режим затекания пор. Предположение 1R  позволяет пре-
небречь инерционными слагаемыми в дифференциальном уравнении (4) и пред-
ставить исходную математическую модель (4)–(6) в следующем виде: 
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( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )

( )
2 00

2
00

0

3 1 1 121 1 ln , 0;
4 1 1 3 1

lim .

d k
d kR

ξ→+∞

α α − δ + α − α δ + α −α α − α= + γ − δ + ξ > ξ α − − δ + ζαδ α α δ + α − 
∃ α = α

  

(25) 
 Используя аналогичную случаю 0R =  процедуру последовательного разло-

жения в ряд правой части дифференциального уравнения (25) по степеням 
( )0α − α  и ( )* ,α − α  получаем 

 
( )[ ]( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )* *
0 *2

0 * *

0

3 1 1 ( 1) 2 1
, 0;

4 1 1
lim .

d
d kR

ξ→+∞

α − + γ − δ δ + α −α = α − α α − α ξ >
ξ α α − − δ + ζα δ

∃ α = α
 (26) 

 Решение задачи (26), определяющее уравнение волнового профиля в рас-
сматриваемом (сильновязком) режиме затекания пор, имеет следующий вид: 

 

( )
( )

( ) ( )[ ] ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

0 *

1/2
0 ** **

0 * * *

exp
, 0;

exp 1

2 2 1 1 1
.

3 1 1 2 1
R

α ξ Δ + α
α = ξ ≥

ξ Δ +

α α − − δ + ζα δ α δ + α −
Δ =

− δ α − α α − δ + α −

 (27) 

При 0δ =  уравнение волнового профиля известно [12]. 
 Отличительная особенность реализуемого режима затекания пор — преобла-

дающее влияние на структуру фронта УВ механических свойств материалов фаз 
пористого материала: симплексов подобия R  — аналога числа Рейнольдса Re =  

1R−=   и ζ  — меры соотношения коэффициентов вязкости фаз изучаемой двух-
фазной системы. Отметим, что в рассматриваемом случае волна имеет монотонный 
профиль, минимальное значение параметра пористости *α  достигается при 

.ξ → − ∞   
 Общий случай. Найдем решение задачи (4)–(6) для случая, когда реализуе-

мый режим затекания пор сопровождается проявлением и инерционных, и вяз-
ких эффектов. Предположение, что УВ является слабой, определяет следующие 
асимптотические оценки: 

 
22 2

2 2 20 0
~ ; ~ .d d

d dω→+ ω→+

α ω α ω 
 ξ ξ ξ ξ 

  

Это позволяет пренебречь первым слагаемым в правой части уравнения (4) 
и представить реализуемую математическую модель в виде 

 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )}

2/32 01
02

0

4 1 1 1, , , , , , , 0;
3 1 1

lim 0; lim .

kRd dA F k
d d

d
d

−

ξ→+∞ ξ→+∞

 α − α − − δ + ζαδα α  = α δ γ − α α δ γ ξ >  ξ α − δ + α − ξ 
α∃ = ∃ α = α
ξ

  

(28) 
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 Для удобства дальнейших рассуждений введем обозначение 0 .s α − α  Ис-
пользуя в (28) разложения в ряд по степеням s  функционалов ( ), ,A α δ γ  и 

( )0, , , ,F kα α δ γ , принимая во внимание равенства (18) и (17), преобразуем мо-
дель (28) к виду, более удобному для ее практической реализации: 

 
( ) ( ) ( )2 2

1
0 02 2

0 0

1 1, , , , , , 1 , 0;

lim 0; lim 0,

d s ds kf kR k R s
d d k

ds s
d

−

ξ→+∞ ξ→+∞

+ γ − δ  = α δ γ ψ α δ ζ + − ξ >  ξ ξ α   

∃ = ∃ =
ξ

 (29) 

где 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2/3
0 0 0

0
0

0 0

, , , , 1 ;
1 14, , , , .

3 1 1

f A
kRk R

−α δ γ = α δ γ α −
α − − δ + ζαδ

ψ α δ ζ =
α − δ + α −

 

 Решение задачи (29) находится стандартными методами [15] и имеет вид 
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( ) ( ) ( ){
( ) ( )[ ]( ) }2

0

2 2 2
0 0 0

11/2
1 2

0 max0

exp , 0;
2 , , , , , , , , , ,

4 , , 1 1 1 ,

c
f kR k R k R k R

f k k
−

−

α − α = − ξ Δ ξ ≥

Δ = α δ γ − ψ α δ ζ + ψ α δ ζ +

+ α α δ γ + γ − δ − 

 

где с  — положительная постоянная. 
 Представленную теоретическую оценку ширины фронта УВ можно упро-

стить, учитывая, что в УВ слабой интенсивности max~ ,k k  т. е. параметр 
( )2 2

max1 k k−  является малым параметром: 

 

( )
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]
( )
2 2

0 max0 0
2 2 2 2 2

max 0 0

, , 1 1 1, , , ,
1 .

1 1 1 , , , ,
f k kkR k R

k k k R k R
 α δ γ − + γ − δα ψ α δ ζ  Δ = + − + γ − δ α ψ α δ ζ     

 Полученные результаты позволяют констатировать физически объяснимый 
факт: в УВ слабой интенсивности определяющее влияние на ширину фронта волны 
оказывают механические свойства фаз двухфазного пористого материала. 

 Заключение. Представленные результаты теоретически обосновывают 
возможность существования минимальной скорости распространения УВ в 
двухфазном пористом материале и критической скорости, приводящей к пол-
ному пластическому затеканию пор во фронте волны. Полученные теоретиче-
ские оценки устанавливают специфические особенности влияния механических 
и структурных свойств на ширину фронта слабой УВ в изучаемой системе. 
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Abstract Keywords 
The purpose of the article was to investigate the structure 
of stationary shock wave front by the qualitative theory of 
differential equations. We found a theoretical proof for 
possible existence of minimum speed of the shock wave 
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