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Аннотация Ключевые  слова 
Явление ухода волнового твердотельного гироскопа, 
вызванное неоднородным распределением плотности, 
исследовано прямым численным моделированием. 
Для вращающегося цилиндрического резонатора по-
строена система обыкновенных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами, решение 
которой найдено с использованием матричной экспо-
ненты. Приведены примеры, наглядно демонстриру-
ющие явление ухода при различных значениях пара-
метра неоднородности распределения плотности  
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Введение. Волновые твердотельные гироскопы (ВТГ) благодаря удачному соот-
ношению цены и точности находят широкое применение в различных областях 
техники: при бурении скважин, контроле качества автомобильных и железных 
дорог, в робототехнике, космонавтике, в навигационных системах водного, воз-
душного и наземного транспорта [1, 2] и др. Принцип работы ВТГ основан на 
эффекте инерции упругих волн колебаний, возбуждаемых в кольцевом, цилин-
дрическом или полусферическом резонаторах, при их вращении вокруг оси 
симметрии [3]. При равномерном вращении резонатора с угловой скоростью   
вокруг оси симметрии упругая волна также поворачивается (прецессирует), но 
отстает от корпуса резонатора на величину K  (эффект Брайана [1–4]). Пара-
метр K  называют масштабным коэффициентом или коэффициентом прецес-
сии [1–4]. Для кольцевого резонатора K = 0,4, для полусферического K ≈ 0,3. 
Движение упругой волны относительно корпуса прибора удается зарегистриро-
вать емкостными датчиками, что позволяет вычислить . 

При вращении резонатора с постоянной угловой скоростью упругая волна 
также должна поворачиваться вокруг оси симметрии с постоянной угловой 
скоростью, однако наличие различных дефектов, искажающих динамическую 
симметрию прибора, приводит к отклонению угловой скорости волны от вели-
чины .K  Возникает так называемое явление ухода гироскопа, ухудшающее 
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его точность. Уход гироскопа может быть вызван различными технологически-
ми дефектами, наиболее существенными из которых являются искажение гео-
метрической формы, а также неоднородность плотности, упругих свойств и 
толщины резонатора [2, 5–7].  

Цель настоящей работы — численное исследование влияния неоднородного 
распределения плотности на уход гироскопа. Отметим, что обычно явление ухода 
исследуют аналитическими методами, что требует использования различных гипо-
тез и предположений для упрощения анализа. В наcтоящей статье используются 
только гипотезы и предположения теории оболочек. Закон движения упругой вол-
ны предлагается находить непосредственным численным решением уравнений ко-
лебания цилиндрической оболочки с неоднородным распределением плотности во 
вращающейся системе координат. Для цилиндрической оболочки принимаются 
граничные условия Навье, как и в работах [6, 7], т. е. речь идет не о расчете кон-
кретного резонатора, а об отработке методики численного анализа явления ухода.  

Вывод уравнений движения вращающегося цилиндрического резонатора. 
На рис. 1. показан общий вид резонатора и традиционные для цилиндра гауссовы 
координаты: s — осевая координата,   — полярный угол.  

Перемещения цилиндрической оболочки задавались в виде отрезков три-
гонометрического ряда: 
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где u, v, w — осевое, окружное и нормальное 
перемещения соответственно; t — время;  
n — максимальный номер гармоники; ин-
декс «с» относится к слагаемым, симмет-
ричным относительно нулевого меридиана 
   0 ;  индекс «s» — к кососимметричным 
слагаемым. 

Поскольку по координатам s и φ 
функции заданы, то движение оболочки 
полностью определяется коэффициентами 
рядов (1), которые удобно собрать в сле-
дующий вектор состояния: 
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Рис. 1. Общий вид вращающегося 
резонатора 



Численное моделирование прецессии упругой волны в цилиндрическом резонаторе… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2017. № 5 43 

В векторе y содержится 6n + 3 неизвестных функций, зависящих от времени. 

Как показано в работе [8], тригонометрические функции cos s
l


 и sin s
l


 в 

(1) обеспечивают выполнение граничных условий Навье на торцах резонатора: 

 v = 0, w = 0, T1 = 0, M1 = 0,  (3) 

где T1 — осевое мембранное усилие; M1 — интенсивность осевого изгибающего 
момента. 

Для вывода уравнений движения резонатора воспользуемся уравнениями 
Лагранжа 2-го рода. Потенциальная энергия деформации цилиндрической обо-
лочки равна [8] 
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где E,  — модуль упругости и коэффициент Пуассона материала резонатора; 
h — толщина; 1, 2, 12 — осевая, окружная и сдвиговая деформации; æ æ æ1 2 12,  ,   
— параметры приращения кривизны. 

Для деформаций и параметров приращения кривизны справедливы обыч-
ные формулы из [8]: 
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Подставляя суммы (1) в формулы (5) и далее в выражение (4), можно пред-
ставить потенциальную энергию деформации в виде квадратичной формы 

  т1 [ ] ,
2

U y K y
  

(6)
 

где [K] — матрица жесткости. 
При этом определенные интегралы по координатам s и φ вычислялись ана-

литически с помощью стандартных средств математического пакета Wolfram 
Mathematica [9]. Символьные вычисления позволяют при необходимости пред-
ставить матрицу [K] полностью в аналитическом виде, хотя такое представле-
ние является весьма громоздким.  

Кинетическая энергия резонатора была получена на основе представления 
полного движения оболочки как наложение относительного движения на пере-
носное вращение с постоянной угловой скоростью :  
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где   — плотность материала резонатора. 
Слагаемые, содержащие производные перемещений в первой степени, уда-

лены из формулы (7), поскольку они всe равно исчезнут при формировании 
уравнения Лагранжа 2-го рода. В реальном резонаторе  распределение плотно-
сти определить очень трудно, поэтому параметр   в формуле (7) должен рас-
сматриваться как приведeнная величина, имитирующая реальное распределе-
ние массы. Например, если на небольшом участке поверхности нанесен допол-
нительный материал (в процессе балансировки [2, 10, 11]), то увеличение массы 
на данном участке можно учесть условным увеличением плотности .  

Известно [2, 11], что на уход гироскопа сильнее всего влияет четвертая гар-
моника неоднородности распределения плотности (при колебаниях с волновым 
числом 2), поэтому зависимость плотности от полярного угла зададим в следу-
ющем виде: 

       0 01 cos 4 ,
  

(8)
 где  — малый параметр; φ0 — угол ориентации формы несовершенства отно-

сительно оси координат; 0 — среднее значение плотности. 
Подстановка сумм (1) в формулу (7) с последующим вычислением опре-

делeнных интегралов средствами пакета Wolfram Mathematica позволяет пред-
ставить кинетическую энергию в следующем виде: 
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где [M] — матрица масс; [C] — кососимметричная матрица гироскопических 
коэффициентов. 

Уравнения движения формировались обычным образом, т. e. подстановкой 
выражений для энергий (6) и (9) в уравнение Лагранжа 2-го рода. В векторно-
матричной форме уравнения движения имеют вид  
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Численное решение уравнений движения вращающегося цилиндра. По-
лученная система обыкновенных дифференциальных уравнений (10) является 
весьма «жeсткой», поэтому обычные компьютерные программы численного ин-
тегрирования дифференциальных уравнений (например, NDSolve из пакета 
Wolfram Mathematica) практически непригодны для еe решения. Результат либо 
получается с чрезвычайно большими погрешностями, либо (при включении 
опций, учитывающих жeсткость системы) время расчeта становится неприем-
лемо большим. 
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С учeтом того, что все коэффициенты в системе являются постоянными, 
был применeн полуаналитический метод матричной экспоненты [12]. C помо-
щью введения вектора обобщенных скоростей v система (10) была представлена 
в каноническом виде  

 

 

 
   

        

 
   

 
 

     
1 1

,  ,

.

d
dt

yY A Y Y
v

0 E
A

M K M C
  

(11)
 

Согласно теории дифференциальных уравнений, решение системы (11) 
можно представить через матричную экспоненту [12]: 

      0exp ,t tY A Y
 
 (12)

 
где Y0 — вектор начальных условий. 

Под матричной экспонентой в (12) подразумевается матричный степенной 
ряд, аналогичный степенному ряду для обычной функции — экспоненты. Ме-
тод решения, основанный на использовании аналитического выражения (12), не 
приводит к численным проблемам, так как вычисление матричной экспоненты 
в пакете Wolfram Mathematica (функция MatrixExp) может проводиться практи-
чески с неограниченным количеством десятичных знаков (500 знаков и более). 

Для определения постоянных интегрирования было сделано предположе-
ние о том, что в начальный момент времени в оболочке реализована стоячая 
волна  
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где * * *
2 2 2,  ,  ,u v w  — амплитудные значения перемещений для формы колебаний 

оболочки без дефекта и при отсутствии вращения ( = 0,  = 0). 
Остальные компоненты вектора Y0 = Y(0), кроме заданных соотношениями 

(13), принимались равными нулю. Таким образом, оказалось, что численное инте-
грирование в рассматриваемой задаче можно полностью заменить операциями с 
матрицами и векторами, которые уже реализованы в пакете Wolfram Mathematica. 

Численный пример и анализ результатов. Далее приведены результаты 
применения предлагаемой методики для исследования прецессии упругой вол-
ны в цилиндрическом резонаторе с неоднородным распределением плотности. 
Параметры резонатора следующие: модуль упругости Е = 73600 МПа; плотность 
ρ = 2210 кг/м3; коэффициент Пуассона  = 0,17; радиус срединной поверхности 
R = 40 мм; длина l = 80 мм; толщина h = 1 мм; малый параметр возмущения 
плотности  = 2·10–3; 2·10–4; 2·10–5; собственная частота f2 = 7951,8 Гц для формы 
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cos2φ при  = 0; расщепление частоты Δf2 = 5,20 и 0,520 Гц при  = 0,  = 2∙10–3 и 
2∙10–4; масштабный коэффициент K = 0,374; угловая скорость вращения оболоч-
ки   = 20 рад/с; максимальный номер гармоники n = 5…10. 

Алгоритм вычисления расщепления частоты  2f   заключался в нахождении 
всего спектра собственных значений матрицы [A] из системы (11) с последую-
щим выделением из него двух собственных частот, близких к f2. При значении 
параметра  = 2∙10–3 указанные частоты составляют 7954,437 Гц и 7949,236 Гц, 
что и дает для Δf2 приведенное ранее значение 5,20 Гц.  

Контроль расчета собственных ча-
стот осуществлялся на основе МКЭ. В 
комплексе ANSYS была создана модель 
цилиндрического резонатора (рис. 2), со-
стоящая из 10 240 оболочечных элемен-
тов (128 элементов по окружному 
направлению и 80 по оси оболочки).  

Модель цилиндрической оболочки за-
креплялась в соответствии с граничными 
условиями (3), т. е. были запрещены только 
радиальные и окружные перемещения. 
Конечно-элементный расчет для волново-
го числа k = 2 дает две формы колебаний 
(см. рис. 2), развернутые относительно 
друг друга на угол 45, которым соответ-
ствуют две близкие собственные частоты 
7949,578 и 7954,772 Гц, что соответствует 
расщеплению 5,19 Гц. Весьма любопытно, 
что конечно-элементный расчет привел к 
другим значениям искомых собственных 
частот, чем система (11), но к тому же зна-
чению расщепления, которое приведено 

ранее. Расхождение вычисленных собственных частот легко объяснить различием 
в гипотезах теории оболочек, принятых в [8] и разработчиками комплекса ANSYS. 
Но эффект совпадения значений расщепления, найденных из системы (11) и МКЭ, 
при наличии заметных отличий в самих частотах требует дополнительного рас-
смотрения и выходит за рамки настоящей статьи. 

Масштабный коэффициент был найден по расщеплению частоты резонатора, 
вызванному вращением. Для оболочки без дефекта при заданной угловой скорости 
  собственная частота расщепляется на две близкие частоты, разность между ко-
торыми составляет  *

2 4,765f  Гц. Масштабный коэффициент равен 

 
 



*
22 0,374.

4
fK  

Рис. 2. Конечно-элементная модель ре-
зонатора и одна из форм колебаний, 
соответствующая гармонике c волновым  
                         числом k = 2 
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Решение, представленное формулой (12), для оболочки без дефекта ( = 0) 
описывает всего лишь эффект Брайана, что видно по положению упругой вол-
ны в равноотстоящие моменты времени (рис. 3, а, б, в).  

Рис. 3. Положение упругой волны при s = l / 2 в моменты времени t = 0, t = 400 / f2,  
t = 800 / f2 (а, б, в — дефект отсутствует; г, д, е — параметр дефекта  = 2∙10–3) 

 
Для сравнения на рис. 3 штриховой линией в несколько отличном масштабе 

показано теоретическое решение, т. e. график функции cos (2(φ + Kt)). Численное 
решение показывает, что в системе координат, связанной с корпусом, упругая вол-
на прецессирует относительно него с постоянной угловой скоростью K  
в направлении, противоположном вращению корпуса. 

В случае наличия дефекта  = 2∙10–3 упругая волна прецессирует неравно-
мерно (рис. 3, г, д, е) и при этом опережает теоретическое решение.  

Знание параметра дефекта плотности  = 2∙10–3 выбрано довольно большим 
для того, чтобы повысить наглядность рисунка. При меньших значениях пара-
метра  разность в положении овалов, изображенных штриховой и сплошной 
линиями, будет практически незаметна. Поэтому при меньших значениях де-
фекта вычисляли угловое положение экстремума функции w через целое число 
периодов колебаний и сравнивали его с теоретическим, т. e. уход гироскопа по 
найденному решению (12) был рассчитан следующим образом: 

     max .w K t
 

(14)
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Угловое положение экстремума функ-
ции w в соотношении (14), ближайшее к  
φ = –Kt, также определялось численно. 
На рис. 4 показана зависимость ухода ги-
роскопа от времени при наличии дефекта 
плотности с параметром  = 2∙10–4. 

Как и ожидалось, для   t  получилась 
зависимость, близкая к квадратичной, ана-
логичная рассчитанной аналитически в 
[11]. Для контроля все расчеты проводи-

лись при двух значениях максимального номера гармоники n = 5 (66 дифферен-
циальных уравнений) и n = 10 (126 дифференциальных уравнений), результаты 
при этом получились одинаковыми, но увеличение числа гармоник требует су-
щественного увеличения точности вычисления матричной экспоненты. 

Несложно показать численно, что эффект ухода гироскопа пропорционален 
квадрату расщепления собственной частоты. Для этого был вычислен уход гиро-
скопа  (t0) в фиксированный момент времени t0 = 0,1 c в зависимости от расщеп-
ления собственной частоты Δf2. Получены следующие результаты: для  
 = 2∙10–3   Δf2 = 5,20 Гц и  (t0) = –4,56882∙10–1 рад; для  = 2∙10–4   Δf2 = 0,520 Гц и  
 (t0) = –4,25281∙10–3 рад; для  = 2∙10–5   Δf2 = 0,052 Гц и  (t0) = –4,24436∙10–5 рад.  

Видно, что при уменьшении расщепления собственной частоты Δf2 в 10 раз 
уход гироскопа уменьшается примерно в 100 раз, что полностью соответствует 
аналитическим расчетам из работы [11]. Это наблюдение еще раз подтверждает 
важность балансировки ВТГ именно по четвертой гармонике дефекта распреде-
ления плотности. 

Выводы. 1. Предложен прием прямого численного моделирования, осно-
ванный на построении матриц масс, жесткости и гироскопических коэффици-
ентов с последующим применением полуаналитического метода матричной 
экспоненты, для исследования явления ухода волнового твердотельного гиро-
скопа, вызванного неоднородным распределением плотности. 

2. Приведенная методика подтверждает эффект Брайана при отсутствии 
дефекта плотности.  

3. Для резонатора с неоднородным распределением плотности удается 
сравнительно просто рассчитать явление ухода без привлечения асимптотиче-
ских методов, при этом наблюдается квадратическая зависимость угла ухода от 
расщепления частоты.  
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Abstract Keywords 
We employ direct numerical simulation to investigate the 
phenomenon of drift in a hemispherical resonator gyro-
scope, caused by non-homogeneous density distribution. 
We described a rotating cylindrical resonator by a system 
of ordinary differential equations with constant coef-
ficients and found the solution to the system using a 
matrix exponential. We provide examples that illustrate 
the drift phenomenon for various values assumed by the 
non-homogeneity parameter of the density distribution  
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