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Аннотация Ключевые  слова 
Предложена экспериментально-численная методика 
определения параметров механики разрушения (коэф-
фициентов интенсивности напряжений и Т-напря-
жений) на основе обработки с помощью метода 
наименьших квадратов полей тангенциальных переме-
щений, возникающих на поверхности компактного 
образца в окрестности вершины трещины. Ключевая 
особенность методики —  эвристический подход к опре-
делению локализации вершины трещины, основанный 
на учете особенностей конфигурации и представления 
полей перемещений, получаемых преимущественно 
методом корреляции цифровых изображений. Коэф-
фициент интенсивности напряжений и Т-напряжение 
определены на основе разложения Вильямса по соб-
ственным функциям полей тангенциальных перемеще-
ний в окрестности вершины трещины. Показана эффек-
тивность предлагаемого подхода и выполнена оценка 
погрешности определения параметров механики раз-
рушения в зависимости от точности определения лока-
лизации вершины трещины. Разработана программа, 
реализующая данный подход, который в перспективе 
может быть положен в основу методики оценки трещи-
ностойкости натурных конструкций с поверхностными 
трещиноподобными дефектами с привлечением двух-
параметрической механики разрушения 
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Введение. Определение параметров механики разрушения, таких как коэффици-
ент интенсивности напряжений (КИН) и Т-напряжение (несингулярная составля-
ющая поля напряжений в окрестности вершины трещины) —  это одна из важ-
нейших задач, обеспечивающих надежную оценку трещиностойкости эксплуатиру-
емых конструкций. Использование Т-напряжений наравне с КИН позволяет повы-
сить точность определения наступления критических состояний натурных объек-
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тов с трещиноподобными дефектами за счет учета реальных условий стеснения в 
вершине трещины [1–3], связанных с образующейся зоной пластичности [4, 5]. 
Кроме того, многочисленные исследования показывают существенное влияние  
Т-напряжений на устойчивость роста трещины после ее инициирования [6, 7]. По-
скольку указанные параметры отражают уровень нагруженности в окрестности 
вершины трещины, то без информации о ее точном положении нельзя определить 
значения параметров. Следует отметить, что идентификация трещиноподобного 
дефекта в реальном объекте, включая определение его локализационных и геомет-
рических параметров с приемлемой точностью, является нетривиальной задачей и 
предполагает привлечение таких видов неразрушающего контроля, как оптиче-
ский, магнитный, акустический, капиллярный и др. 

В настоящей работе предложен простой по идее, но надежный, по мнению 
авторов, метод определения положения вершины трещины, основанный на ма-
тематической обработке экспериментальных данных, полученных с помощью 
метода корреляции цифровых изображений (КЦИ) с последующим применени-
ем метода наименьших квадратов (МНК) для вычисления параметров механики 
разрушения. 

Метод КЦИ [8–10] обеспечивает регистрацию полей тангенциальных и нор-
мальных перемещений точек поверхности натурного объекта в виде большого мас-
сива данных, так как плотность точек при должном техническом уровне реализа-
ции метода составляет порядка 650 точек на квадратный миллиметр. Кроме того, 
метод относится к бесконтактным методам экспериментальных измерений и 
предоставляет возможность получения информации непосредственно в цифровом 
виде в режиме реального времени. Указанные обстоятельства обусловливают его 
широкое применение во многих практических исследованиях. В последнее десяти-
летие наблюдается тенденция к активному применению метода КЦИ для исследо-
вания НДС в окрестности вершины трещины [11–13] прежде всего применительно 
к усталостному росту трещин [14–16]. Однако можно утверждать, что при этом 
априори предусматривают наличие информации о положении вершины трещины 
или пред- или постобработки экспериментальной информации, что требует увели-
чения вычислительных и временных ресурсов. 

Полное разложение поля перемещений в окрестности вершины трещины. 
Предлагаемая методика определения параметров механики разрушения базирует-
ся на сопоставлении полей тангенциальных перемещений u*(x, y), v*(x, y) в окрест-
ности вершины трещины нормального отрыва, полученных экспериментально, и 
полей перемещений u (x, y), v (x, y), описываемых разложением Вильямса [17] — 
разложением по собственным функциям:  
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где коэффициент 3  ,
1

k  а взаимосвязь упругих параметров материала опре-

деляется соотношением .
2 1

EG  

Ограничиваясь окрестностью вокруг вершины трещины небольшого раз-
мера (~10…20 % длины l трещины), можно учитывать только первые два члена 
разложения, коэффициенты которых и есть КИН и Т-напряжение: 
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где константа 2
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M ; 0 0,u v  — перемещения образца как жесткого тела, свя-

занные с вершиной трещины;    — угол поворота образца как жесткого тела. 
Таким образом, получены аналитические выражения для u и v в полярной 

системе координат r,  с началом отсчета в вершине трещины и осью x, прохо-
дящей вдоль плоскости трещины по направлению ее роста. Воспользовавшись 
формулами для перехода из полярной в декартову систему координат, не свя-
занную с вершиной трещины, получим 
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где X, Y — декартовы глобальные координаты; x, y — координаты, связанные с 
вершиной трещины. Окончательные соотношения запишем в виде 

 , , , ;tip tipu u x x y y   , , , .tip tipv v x x y y  

Особенности полей перемещений в окрестности вершины трещины. На 
примере компактного образца [18] рассмотрим некоторые особенности распре-
деления тангенциальных перемещений точек на его поверхности в зоне с  
трещиной. На рис. 1 приведены поля перемещений, рассчитанные по формуле  
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Вильямса (1), (2) с учетом только сингулярного члена, для компактного образца, 
имеющего трещину длиной l = 34,9 мм, и при действии приложенной к образцу 
растягивающей силы F = 1,4 кН. 

Отметим, что поле перемещений v как функция двух переменных x и y  
имеет разрыв вдоль берегов трещины, а поле u имеет излом (нарушение гладко-
сти) в том же месте. На основе данных особенностей в рамках настоящей рабо-
ты был построен метод определения координат вершины трещины. Однако 
прежде чем перейти к рассмотрению метода, необходимо отметить некоторые 
особенности, присущие полям перемещений, получаемым экспериментально на 
натурных образцах. Программное обеспечение метода КЦИ Vic2D представляет 
экспериментальные данные в виде четырех массивов: координаты точек изме-
рений x, y, перемещения u*, v*. На рис. 2 приведены поля перемещений u* и v*, 
полученные для указанного образца, а также видно перемещение и поворот об-
разца, как жесткого целого. В пользу последнего говорит тот факт, что поле u* 
несимметрично относительно плоскости xOz, а перемещения v* точек на оси x 
не имеют одинаковых значений. Кроме того, экспериментальным данным при-
сущи заметные флуктуации и выбросы значений в непосредственной близости 
от полости трещины, вследствие этого невозможно точно вычислить производ-
ные функций u, v по координатам x, y, т. е. невозможно построить точные ана-
литические алгоритмы поиска вершины трещины по разрывам полей без пред-
варительной обработки (фильтрации и сглаживания). 

Эвристический алгоритм нахождения вершины трещины. Метод, постро-
енный из предположения, что угол поворота образца как жесткого целого  
в его плоскости мал, использует особенности распределения перемещений v (x, y) 
в окрестности вершины трещины нормального отрыва, главным образом нали-
чие разрыва поля перемещений в точках, относящихся к разным берегам трещи-
ны. На основе обработки экспериментальных данных для образцов с разными 
длинами трещин и нагрузками предлагается следующий алгоритм, который  
состоит из двух этапов. 

Рис. 1. Поля перемещений u (а), v (б), соответствующие аналитическому решению 
Вильямса 
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Рис. 2. Поля перемещений u* и v*(а, б) в окрестности трещины и в непосредственной 
близости к ее вершине (в) 

1. Определение координаты xtip вершины трещины — для каждого значе-
ния x в экспериментальных данных поля v вычисляется так называемая кумуля-
тивная разность 

 
maxmax

min min

3, ,  .
ji

i j
i i j j

I x v x y v x y   (6) 



Расчет параметров механики разрушения на основе эвристического подхода… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2018. № 2 9 

Отметим, что именно при показателе степени, равном трем, обеспечивается 
наилучший результат, а указанные границы для индексов соответствуют выби-
раемой для анализа зоне. 

Затем вычисляется относительная производная по x: 

 1  .  x
dID x

I dx
  (7) 

Можно предположить, что вершина трещины (координата xtip) располагает-
ся там, где находится первый минимум функции Dx (при увеличении x от 0 до 
конечного значения). Причем данный минимум может быть как глобальным, 
так и локальным. На рис. 3, а, б показаны типовые распределения I(x), D(x) для 
указанного образца. 

 

 
 
Рис. 3. Распределение кумуля-
тивной функции (а) и ее относи-
тельной производной (б), а также 
график перемещения u для точек с  
               координатой xtip (в) 

 

 

2. Для определения второй координаты ytip вычисляется функция переме-
щения u для найденного xtip: 

 , ,tipu y u x y   (8) 

минимум которой соответствует ytip. 
Определение параметров механики разрушения. После определения по-

ложения вершины трещины можно выполнить расчет параметров механики 
разрушения на основе сопоставления величин перемещений, полученных экс-
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периментально и с привлечением соотношений (3) и (4). Ввиду этого задача 
определения КИН и Т-напряжения может быть представлена как задача мини-
мизации среднеквадратического отклонения: 

 0 0, , , , cos   Arg min ,K T u v R  

где 2 2* *

1

1   ,
2

N
i i i i

i
R u u v v

N
 N — количество экспериментальных  

точек измерений на поверхности тела. 
Отметим, что если перемещения точек образца и координаты вершины тре-

щины известны на основе обработки экспериментальных данных, то выражения 
(3), (4) представляют собой переопределенную систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных коэффициентов членов разложения (размер 
данных о перемещениях значительно больше числа удерживаемых членов). Это 
позволяет воспользоваться МНК для определения КИН и Т-напряжения, а также 
параметров перемещения образца как жесткого целого. Для реализации описан-
ных процедур в среде MATLAB разработана программа. 

Результаты экспериментальных исследований. Предложенные алгоритмы 
были использованы для обработки экспериментальных данных в виде полей пе-
ремещений, полученных для двух компактных образцов с различными геометри-
ческими характеристиками. Исследования показали высокую точность расчета 
параметров механики разрушения и локализации вершины трещины, о чем сви-
детельствует практически полное совпадение экспериментальных полей переме-
щений и полей, рассчитанных при найденных значениях параметров (рис. 4). 

Оценка влияния погрешности определения вершины трещины на точ-
ность расчета КИН. Зависимости погрешности расчета КИН от величины ошиб-
ки определения координат положения вершины трещины, полученные на основе 
предложенного подхода, приведены на рис. 5. При отклонениях 5 % реальных ко-
ординат положения вершины трещины погрешность определения параметров 
механики разрушения достигает порядка 50…60 %, причем существенное влия-
ние оказывает как отклонение по оси х, так и по оси у. Отметим, что на точность 
расчета Т-напряжений влияние также достаточно существенно. Таким образом, 
можно заключить, что задача определения локализации вершины трещины явля-
ется важной при вычислении параметров КИН и Т-напряжений и должна ре-
шаться совместно с определением параметров механики разрушения. Погреш-
ность определения координат вершины трещины составила менее процента. Та-
ким образом, в соответствии с полученными результатами (см. рис. 5) точность 
определения КИН по предлагаемой методике достаточно высокая. 

Заключение. В работе был разработан метод определения коэффициентов 
сингулярной и несингулярной составляющих поля напряжений, таких как КИН 
и Т-напряжения в окрестности вершины трещины, основанный на математиче-
ской обработке полей перемещений в окрестности вершины трещины, получа-
емых с помощью метода КЦИ. Реализация метода базируется на выполнении 
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Рис. 4. Сопоставление полей перемещений u и v (а, б) в окрестности вершин трещин, 
экспериментально полученных с помощью КЦИ ( ), восстановленных по найденным  
                             значениям параметров (о) для компактного образца 

 
двух процедур: первая связана с установлением положения вершины трещины, 
а вторая — с непосредственным расчетом параметров механики разрушения. 
На основе полей перемещений, полученных для компактного образца с различ-
ными длинами трещин, была показана эффективность предложенного метода,  
а также необходимость точного определения координат положения вершины 
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трещины для надежного расчета КИН и Т-напряжений. Предлагаемый метод 
требует меньших вычислительных ресурсов по сравнению с решением задачи, 
сформулированной как многопараметрическая задача оптимизации, что позво-
ляет использовать данный подход для быстрого анализа роста усталостных 
трещин в элементах технических систем. 
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Abstract Keywords 
We suggest a combined experimental and numerical 
technique for determining such parameters of fracture 
mechanics as stress intensity factor and T-stress, based on 
using the least-squares method to process tangential 
displacement fields occurring on the surface of a compact 
tension specimen in the vicinity of the crack tip. The key 
feature of the technique is a heuristic approach to loca-
ting the crack tip based on taking into account the speci-
fics of configuration and representation of displacement 
fields, obtained generally by means of digital image corre-
lation techniques. Williams expansion in eigenfunctions 
of the tangential displacement fields in the vicinity of the 
crack tip is the basis for determining the stress intensity 
factor and T-stress. We demonstrated the efficiency of 
the approach suggested and estimated the error of deter-
mining parameters of fracture mechanics depending on 
the accuracy of locating the crack tip. We developed an 
application implementing this approach, which in the 
future may become the foundation for a method of as-
sessing crack resistance of full-scale structures featuring 
fracture-like surface defects 

Crack tip, digital image correlation 
technique, stress intensity factor,  
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