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Аннотация Ключевые  слова 
Сформулирована и решена задача об определении 
стационарного температурного поля изотропной стен-
ки, разделяющей среды с различными теплофизически-
ми свойствами и имеющей покрытие с анизотропией 
свойств общего вида. Незащищенная граница анизо-
тропного покрытия подвержена воздействию стацио-
нарного теплового потока с интенсивностью гауссова 
типа. Решение задачи, полученное в аналитически за-
мкнутом виде, использовано для обоснования возмож-
ности существования оптимальной толщины анизо-
тропного покрытия, обеспечивающей минимальную 
установившуюся температуру его наиболее нагретой 
точки 

Изотропная разделительная  
стенка, анизотропное покрытие, 
локальное тепловое воздействие, 
стационарное температурное поле, 
оптимальная толщина покрытия 
 
 
 
 
 
 
Поступила в редакцию 07.12.2017 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2018 

 

Введение. Среди многочисленных приложений математической теории тепло-
проводности [1–4] заметно выделяются задачи оптимизации и оценивания  
эффективных значений теплофизических и геометрических параметров элемен-
тов конструкций. Среди известных задач этого класса выделим одну, заметно 
отличающуюся от других, как простотой математической постановки, так и 
прикладной значимостью. Речь идет о задаче определения достаточных условий 
существования оптимальной толщины изотропной стенки, одна из поверхно-
стей которой находится под воздействием внешнего стационарного осесиммет-
ричного теплового потока с интенсивностью гауссова типа, а другая охлаждает-
ся внешней средой с постоянной температурой [5]. При этом в качестве крите-
рия оптимальности используется требование минимизации температуры  
в наиболее нагретой точке объекта исследований.  

Прикладная значимость задачи об определении «оптимальной толщины 
охлаждаемой стенки, подверженной местному нагреву» при всей простоте и 
наглядности ее исходной математической постановки [5] очевидна, равно как и 
полезность разного рода обобщений полученного результата. В частности, в [6] 
«оптимальная толщина анизотропного покрытия на охлаждаемой стенке при 
локальном внешнем нагреве» определяется как решение исходной задачи [5], 
где внешняя среда интерпретируется как охлаждаемая стенка, анизотропное 
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покрытие имитируется ортотропной стенкой, тензор теплопроводности кото-
рой имеет два одинаковых диагональных элемента, обеспечивающих осевую 
симметрию температурного поля, а теплообмен в системе стенка–покрытие мо-
делируется граничным условием третьего рода [2].  

Отметим, что как в исходной постановке [5], так и в ее дальнейшем обоб-
щении [6] на поверхности стенки, «подверженной местному нагреву», не учи-
тывается ее теплообмен с внешней средой, температура которой может суще-
ственно отличаться от температуры внешней среды с охлаждаемой стороны 
объекта исследований. 

С учетом сказанного и в связи с широким внедрением в инженерную прак-
тику [4] композиционных материалов целесообразность решения задачи об 
«оптимальной толщине анизотропного покрытия на охлаждаемой стенке при 
локальном внешнем нагреве» в полном объеме представляется очевидной и яв-
ляется основной целью настоящих исследований. 

Исходные допущения и математическая модель. Для достижения постав-
ленной цели при построении исходной математической модели стационарного 
температурного поля 1 2 3, ,T x x x  объекта исследований в фиксированной де-
картовой системе координат 1 2 3Ox x x  пространства 3  предполагалось, что: 

1) объект исследований имитируется изотропной стенкой постоянной тол-
щины с ,h  поверхность которой 2 пx h  обладает анизотропным покрытием по-
стоянной толщины п ;h  

2) внешняя поверхность анизотропного покрытия 2 0x  находится как под 
воздействием внешней среды с постоянной температурой с.п ,T  так и внешнего 
стационарного теплового потока с интенсивностью гауссова типа, определяю-
щими параметрами 0 , q k  и осью симметрии, совпадающей с координатной 
осью 2 ,Ox  т. е. 

 
2

2 2 2
1 3 0 1 3, exp ;kQ x x q k x x  

3) незащищенная поверхность изотропной стенки 2 п сx h h  находится 
под воздействием внешней среды с постоянной температурой с.с с.п ;T T  

4) теплообмен в системе объект исследований–внешняя среда реализуется 
по закону Ньютона с постоянными коэффициентами теплоотдачи [2, 3] п  для 
среды при 2 0x  и с  для среды при 2 с п ;x h h  

5) в системе изотропная стенка–анизотропное покрытие реализуются усло-
вия «идеального теплового контакта» [2, 3]. 

Согласно принятым допущениям и при использовании следующих обозна-
чений запишем:  

 с.с с.п с.с 1 2 3 п с
п.с

с.с с.с
, ;  ,  ,  ; ,  ; T T T T x x x h hx y z h H

T T l l l l l
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 0 с п(с) (п)
0

22 22 22 с.с 22

   ,  ;  ; Bi ,  Bi ,ij
ij

q l lQ
lT

 

где l  — используемая единица масштаба пространственных переменных; 
ij ji  — компонента тензора теплопроводности анизотропного материала 

покрытия изотропной стенки, обладающей коэффициентом теплопроводности 
;  функционал ( , , ),x y z  определяющий искомое температурное поле, должен 

удовлетворять системе однородных линейных дифференциальных уравнений в 
частных производных второго порядка эллиптического типа [4] 

 
2 2 2 2 2 2

11 12 13 23 332 2 22 2 2 0,
x x y x z y y z z

 

 2  , 0 ;
x

y h
z

 (1) 

 
2 2 2

2
2 2 2 0, , ,

x
h y h H

zx y z
 (2) 

условиям «идеального теплового контакта» [2] 

 
12 23

00

, 0, , 0, ;

y hy h

x h z x h z

x y z y
 (3) 

и краевым условиям [7] 

 п
12 23 п.с 0

0
Bi

y
yx y z

 

 
2

2 2 2
0 exp ) ; KQ K x z

 
(4) 

 сBi .
y h H

y h Hy
 

(5) 

Поскольку п.сθ 0,  то при построении замкнутой математической модели 
для искомого стационарного температурного поля объекта исследований воз-
никает проблема определения класса функций, которому должен принадлежать 
функционал , , .x y z  При этом следует отметить, что в рассматриваемой си-
туации указанная проблема фактически эквивалентна проблеме задания краево-
го условия при 2 2 .x z  
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Для преодоления возникших трудностей предполагаем, что функционал 
, ,x y z  имеет следующую структуру: 

 1 2, , , ,x y z y x y z   (6) 

и его аддитивная составляющая 1 y  удовлетворяет краевой задаче (1)–(5) 
при 0 0,Q  т. е. 

 1 0,  0 ;y y h  

 1 0,   ;y h y h H  

 п
1 п.с 10 0

Bi ;y y
y y  

 1 10 0 ;  h h   (7) 

 1 10 0 ;y h y hy y  

 с
1 1Bi ,y h H y h Hy y  

где штрихом обозначена производная по переменной у. Но в этом случае вторая 
аддитивная составляющая 2 , ,x y z  искомого температурного поля объекта 
исследований согласно (1)–(7) является решением краевой задачи (1)–(5) при 

п.с 0,  т. е. 
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где последнее условие означает, что для любого фиксированного значения 
0,y h H  функционал 2( , , )x y z  как скалярная функция пространствен-

ных переменных x и z принадлежит линейному пространству функций 2 2L , 
интегрируемых с квадратом в 2  [8], т. е. является оригиналом двумерного 
экспоненциального интегрального преобразования Фурье [9]. 

Температурное поле. Для определения первой аддитивной составляющей 
1 y  искомого стационарного температурного поля , ,x y z  объекта иссле-

дований, воспользовавшись стандартными методами [10], находим решение 
краевой задачи (7) для системы двух обыкновенных линейных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка и представляем его в следующем виде: 

 

1 0,

1 ,
1п сс

п.сс с п

;

;

1 Bi BiBi ;  1 . 
1 Bi 1 Bi Bi

y h

y h h H

y a y h b

y a y h b

h
a b b

H H

 
(9)

 

Согласно сказанному ранее, функционал 2 , , ,x y z  определяющий вторую 
аддитивную составляющую искомого стационарного температурного поля 
θ , ,x y z  объекта исследований, при любом фиксированном значении про-
странственного переменного 0,y h H  является оригиналом двумерного 
экспоненциального интегрального преобразования Фурье [9], задаваемого па-
рой линейных интегральных операторов: 

 
1

2

Φ exp ;

1Φ exp , 
2π

ipx irz dx dz

ipx irz dp dr
 (10) 

где i — мнимая единица [2]. Воспользовавшись этим фактом, полагаем 

  2, , , , .A p y r x y z  (11) 

Поскольку оригинал 2 ( , , )x y z  является решением краевой задачи (8) для 
системы двух линейных дифференциальных уравнений в частных производных 
эллиптического типа, то для ее представления в пространстве изображений дву-
мерного экспоненциального интегрального преобразования Фурье (10) восполь-
зуемся стандартными свойствами [9] оператора Φ  и соответствующими таб-
лицами «оригинал–изображение» [11]. Таким образом, изображение , ,A p y r  
является решением следующей краевой задачи для системы двух обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка: 
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4
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;
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d A dAi p r p pr r A y h
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p rdA i p r A A Q
dy K

A p h r A p h r
dA dAi p r A
dy dy

dA
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cBi .
y h H

A

 (12) 

Специфика краевой задачи связана с наличием комплекса 12 23i p r  не 
только в первом уравнении системы и условиях сопряжения, но и в краевом 
условии при у = 0. Поэтому естественно искать изображение , ,A p y r  адди-
тивной составляющей 2 , ,x y z  искомого стационарного температурного поля 
θ , ,x y z  объекта исследований в следующем виде: 

 12 23exp ,    0 0
, , , , .

                         1  ,                         0
i p r h y y h

A p y r B p y r
h y h H

 (13) 

При этом согласно (13) и (12) функционал , ,B p y r  должен удовлетворять 
упрощенному аналогу краевой задачи (12): 

 
2

2 , 0,  0 ;d B p r B y h
dy

  

 
2

2 2
2 0,   ;d B p r B h y h H

dy
 

 

2 2
п

0 12 232
0

0 0

c

Bi exp ;
4

, 0, , 0, ;

;

Bi ,

y

y h y h

y h H
y h H

p rdB B Q i p r h
dy K

B p h r B p h r
dB dB
dy dy

dB B
dy

  

где положительная определенность квадратичной формы  

(14)
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 2 2 2 2
11 13 12 23 3312 23, 2p r p pr r  (15) 

при переходе к исходным обозначениям проверяется непосредственно с ис-
пользованием критерия Сильвестра [12] и известных свойств тензора тепло-
проводности второго ранга [4]. 

С использованием стандартных методов [10] находим решение краевой за-
дачи (14), (15) и представляем его в следующем виде: 

 2, , , , , sh , , , ch , ,B p y r C p y r h y h p r C p r h y h p r  

 
1 1 2 2

0 ; 
1, 0 0

, , , , ,   ;
0, ,  

y h H

y h
C p y r h C p r h

h y h Hp r p r
 

 
2 2121 0

12 232112

( , ), ,
exp ;

( , ), , ( , , ) 4
a p rC p r h p rQ i p r h

a p rC p r h p r h K
 

  11 22 12 21, , , , , , , , ; p r h a p r a p r h a p r a p r h  (16) 

 c2 2 2 2 2 2
11 , δ , ch Bi sh ;a p r p r p r H p r H p r  

 c2 2 2 2 2 2 2 2
12 , μ sh Bi ch ;a p r p r p r H p r H p r  

 п
21 , , δ , ch , Bi sh δ , ;a p r h p r h p r h p r  

 п
22 , , , sh , Bi ch , .a p r h p r h p r h p r  

Для завершения процедуры определения искомого стационарного темпера-
турного поля объекта исследований достаточно воспользоваться равенствами (11), 
(13), (16) и оператором 1Φ  обращения использованного двумерного экспонен-
циального интегрального преобразования Фурье (10). Таким образом, имеем: 

 0
2 112, , , ch , , ,

2
Qx y z a p r y h p r g p r y  

 
2 2

12 122
1, sh , exp
, , 4

p r
a p r y h p r i x y

p r h K
 

  2
23( ) ,    , 0 ; 

x
i z y dp dr y h H

z
 (17) 

 
1 2 2

1, 0 0
, , .

  0, ,
y h

g p r y
h y h Hp r p r
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Для удобства практического использования полученного результата, пред-
ставленного равенствами (17), (16) и (15), целесообразно воспользоваться из-
вестной теоремой о возможности одновременного приведения к каноническому 
виду двух квадратичных форм [12] и существующей связью между двумерными 
экспоненциальным интегральным преобразованием Фурье и интегральным ко-
синус-преобразованием Фурье [9]. 

Условия оптимальности. Согласно исходным допущениям, использован-
ным при построении математической модели для описания искомого стацио-
нарного температурного поля объекта исследований, приходим к выводу, что 
его наиболее нагретая точка имеет нулевые координаты. Воспользовавшись ра-
венствами (6), (9), (17) и (16), определяем температуру в этой точке: 

 
0 01 02

с

01 1 п.с п с п с

0, 0, 0 ;

Bi0 1 ;
Bi Bi Bi Bi

h h h

h b a h
H h

 

 0
02 2 1120, 0, 0 , ch ,

2
Qh a p r h p r  

  
2 2

1
12 2, sh , , , exp .

4
p r

a p r h p r p r h dp dr
K

 

Для идентификации искомых условий оптимальности толщины анизотропно-
го покрытия согласно равенствам (18) находим производную от температуры в 
наиболее нагретой точке объекта исследований по толщине покрытия h: 

 0 01 02 ;
d h d h d h

dh dh dh
 

 
2с п

п.с01
2п с п с

Bi Bi
; 

Bi Bi Bi Bi

d h
dh H h

 (19) 

 
2 2

02 0 2 2
12 112 2 2

,
, , exp .

, , 42

p r p rd h Q a p r a p r dp dr
dh p r h K

 

Поскольку непосредственное использование полученного результата, пред-
ставленного равенствами (19), для нахождения точки экстремума функционала 

0 h  весьма проблематично, то вычисляем 

  0
п.с п.сlim 0 sign 0 0,

h

d h
dh

 (20) 

так как согласно (19), (15) и (16) при больших значениях параметра h, опреде-
ляющего толщину анизотропного покрытия, 

(18)
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где T 2
* *, .p r  

Далее с учетом равенств (19), (20), (15) и (16) оцениваем значения произ-
водных для функционалов 01θ ,h 02θ h  при малых значениях параметра h и 
приходим к следующему утверждению: 

 

2п с2 2 2 2 1 4
11 33 п.с12 23 0

11 п с п с2 2 2
11 3312 23

0

0

      2 Bi Bi

Bi Bi Bi Bi  

θ
lim 0.

h

K Q

H

d h
dh

 
(21) 

Таким образом, совокупность требований, содержащихся в соотношениях 
(20), (21) и обеспечивающих одновременную реализацию неравенств  

 0 0

0
lim 0     lim 0,

h h

d h d h
dh dh  

представляет собой искомые достаточные условия существования оптимальной 
(в смысле используемого критерия оптимальности) толщины анизотропного 
покрытия изотропной разделительной стенки двух различных сред. 

Результаты и обсуждение. Достаточные условия существования оптималь-
ной толщины анизотропного покрытия изотропной стенки, разделяющей среды 
с различными теплофизическими свойствами, при использовании в качестве 
критерия оптимальности требования минимизации температуры в наиболее 
нагретой точке объекта исследований и принятых допущениях: 

в системе изотропная стенка–анизотропное покрытие реализуются усло-
вия «идеального теплового контакта» [2, 3]; 

теплообмен в системах внешняя поверхность объекта исследований–
внешняя среда реализуется по закону Ньютона [2, 3]; 

внешняя поверхность анизотропного покрытия находится под воздей-
ствием стационарного осесимметричного теплового потока с интенсивностью 
гауссова типа, определяются совокупностью трех неравенств: 

 п.с 0;  

 2 2 2
11 3312 23 ;  

 
2п с4

п.с2
п с п с2 2 2

0 11 3312 23

2 Bi Bi
.

Bi Bi Bi Bi
K

Q H
 

Для реализуемости достаточных условий существования оптимальной тол-
щины анизотропного покрытия изотропной разделительной стенки двух раз-
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личных сред в рассматриваемой ситуации должно выполняться следующее не-
обходимое условие: 
 п.с с.п с.с0  ,T T  

т. е. температура внешней среды со стороны анизотропного покрытия должна 
превышать температуру внешней среды с незащищенной стороны разделитель-
ной стенки. 
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OPTIMUM ANISOTROPIC COATING THICKNESS FOR A WALL SEPARATING 
TWO DIFFERENT MEDIA AND SUBJECTED TO LOCAL HEATING 
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Abstract Keywords 
The article states and solves the problem of determining a 
steady-state temperature field in an isotropic wall sepa-
rating media with different thermal and physical proper-
ties. The wall features an anisotropic coating displaying 
general anisotropy of its properties. The uncovered  
coating boundary is subjected to a steady-state heat flow 
with a Gaussian intensity profile. We obtained the solu-
tion in an analytically closed form and used it to validate 
the possibility that an optimum thickness of the aniso-
tropic coating exists in terms of minimising the steady-
state temperature at the hottest point 

Isotropic separator wall, anisotropic 
coating, local heating, steady-state 
temperature field, optimum coating 
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