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Аннотация Ключевые  слова 
Предложена математическая модель нестационарного 
теплообмена в проточном тракте теплообменного 
аппарата, предназначенного для снижения температу-
ры выхлопных газов экспериментального стенда для 
огневых испытаний авиационных двигателей. Найдено 
аналитическое решение в квадратурах системы уравне-
ний в частных производных, отражающих модель 
сопряженной нестационарной задачи нагрева элемен-
тов стендового теплообменного аппарата и охлаждения 
выхлопных газов  
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Введение. При огневых испытаниях реактивных двигателей на эксперимен-
тальных стендах необходимо существенно снижать температуру выхлопных га-
зов, особенно при использовании эксгаустерных агрегатов для создания высот-
ных условий. Для охлаждения выхлопных газов применяют теплообменные ап-
параты (ТА) — холодильники (рис. 1). Этап исследовательских испытаний при 
разработке перспективных двигателей содержит большой объем кратковремен-
ных (3…10 с) запусков. В этом случае ТА работает исключительно на нестацио-
нарном тепловом режиме. Кроме того, нестационарный режим работы ТА поз-
воляет существенно форсировать режимы работы стенда при кратковременных 
испытаниях за счет использования аккумулятивного хладоресурса. Это приво-
дит к необходимости разработки математической модели нестационарного ре-
жима работы ТА в условиях сопряженного теплообмена в целях оценки харак-
терных значений и распределения температур элементов ТА и газового потока в 
зависимости от времени. 

Учитывая сложность и большое перекрытие площади проходного сечения 
проточного тракта ТА охлаждающими элементами, построение расчетной сетки 
и применение численного моделирования с использованием математических 
моделей высокого уровня требуют больших затрат времени и вычислительных 
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Рис. 1. Теплообменный аппарат высотного гиперзвукового стенда ЦИАМ 
 

ресурсов. Поэтому актуально создание упрощенных математических моделей, 
позволяющих решать задачи сопряженного нестационарного теплообмена в 
элементах ТА. Такие упрощенные математические модели могут применяться и 
при разработке ТА для экспресс-анализа эффективности тех или иных кон-
структивно-технических решений. 

В [1] указано, что термин «сопряженные» для задач теплообмена впервые 
введен А.В. Лыковым [2] при исследовании взаимодействия инертного газового 
потока с инертным твердым телом. До него проблема тепло- и массообмена тела 
с потоком газа изучалась в так называемой раздельной постановке, в рамках ко-
торой отдельно исследовались процессы переноса в твердом теле [3, 4] и потоке 
газа [5, 6]. При постановке сопряженной задачи учитывается взаимное тепловое 
влияние твердого тела и жидкости (газа), которое при прежней постановке не 
учитывалось, что противоречит физическому смыслу задач [2]. Важно рассмат-
ривать задачи теплообмена как сопряженные в случае нестационарных явлений. 

Решение сопряженных задач теплообмена связано с серьезными математи-
ческими трудностями [2]. Поэтому наиболее рациональным подходом к реше-
нию сопряженных задач является создание математических моделей с исполь-
зованием линеаризации и постоянства ряда параметров [7]. В [8] в аналитиче-
ской форме получено приближенное решение задачи в нелинейной постановке, 
когда теплофизические свойства материалов тепловыделяющего элемента зави-
сят от температуры. Однако даже для простейших геометрических форм тела 
приходится использовать ряды по бесконечным системам функций. 

В настоящей работе задача нестационарного сопряженного теплообмена 
решена в упрощенной постановке в виде конечных интегралов. 

Постановка задачи. Рассмотрим нестационарный процесс теплообмена 
между элементами ТА (стенками проточного тракта и поперечно расположен-
ными трубками) и горячими газообразными продуктами сгорания, протекаю-
щими по проточному тракту ТА. Расчетная схема ТА приведена на рис. 2.  
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Рис. 2. Расчетная схема ТА 

В проточный тракт ТА, элементы конструкции которого в некоторый 
начальный момент времени имеют температуру Тw = Тс (т. е. температура стенок 
ТА в начальный момент времени равна температуре охладителя), начинает по-
ступать горячий газ с массовым расходом G и температурой Т0. Газ, проходя 
между элементами ТА, омывает их и отдает часть своей теплоты элементам, ко-
торые нагреваются. При этом газ, соответственно, охлаждается. Течение газа 
дозвуковое. 

Рассмотрим приближение тонкой стенки, т. е. градиента температуры по-
перек стенок нет, при этом тепловым потоком в продольном направлении сте-
нок пренебрегаем. Аналогичный подход, хотя явно и не оговаривается, но ис-
пользуется в [7]. 

Математическая модель процесса. Обозначим температуру газа в сечении х  
в момент времени t через Т(х, t), температуру стенок внутренних трубок ТА как 
Тw1(х, t), температуру внутренней стенки проточного тракта ТА — Тw2(х, t). Толщи-
ну стенок внутренних трубок ТА обозначим 1, а толщину внутренней стенки про-
точного тракта ТА — 2. Температуру хладагента (воды) будем считать постоянной 
Тс = const. Внешние стенки ТА принимаются теплоизолированными. 

Граничное условие для температуры газа и начальное условие для темпера-
тур стенок ТА запишем так: 
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Нестационарный процесс распределения температуры газа в проточном 
тракте ТА описывается следующим уравнением [7]:  
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 (2) 

где G —  массовый расход газа; cp —  изобарная теплоемкость газа; 1 —коэф-
фициент теплоотдачи от газа к внутренним трубкам ТА; 2  —  коэффициент теп-
лоотдачи от газа к внутренней стенке проточного тракта ТА; 1 ср 1S L D  —  омы-
ваемая поверхность внутренних трубок ТА на единицу длины проточного тракта; 

срL  —  средняя длина внутренних трубок ТА; 1D  —  внешний диаметр внутренних 
трубок ТА; 2 2S D  —  омываемая поверхность стенки проточного тракта ТА на 
единицу длины; 2D  —  диаметр омываемой газом стенки ТА. 

Разделив (2) на dt и выполнив незначительные преобразования, получим 
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Уравнения для температуры элементов конструкции ТА следующие: 
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где c1 1S S  — омываемая хладагентом (водой) внутренняя поверхность внутрен-
них трубок ТА на единицу длины проточного тракта (здесь введено предположение 
о малости толщины стенки трубок по сравнению с диаметром); c2 2S S  — омывае-
мая хладагентом (водой) поверхность стенки ТА на единицу длины проточного 
тракта; 1 1 1DS D  — площадь поперечного сечения стенки внутренней трубки 
ТА; 2 2 2  DS D  — площадь поперечного сечения внутренней стенки проточного 
тракта ТА; 1  и 2  — плотности материалов внутренних трубок и стенки ТА; С1 и 
С2 — теплоемкости материалов внутренних трубок и стенки ТА; с1 и с2 — коэф-
фициенты теплоотдачи от внутренних трубок и стенки ТА к хладагенту (воде). 

В безразмерном виде уравнения (3) и (4) примут следующий вид: 
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где Sh u
L

 — число Струхаля, и коэффициенты в уравнениях 
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Граничное и начальное (краевые) условия запишем так: 
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Для оценки членов системы уравнений (5) необходимы некоторые пояснения. 
Прогрев элементов ТА исчисляется секундами или десятками секунд. Скорости 
движения газа в проточном тракте ТА составляют порядка 100 м/с (u  100 м/с). 
Длина ТА может составлять от нескольких до двадцати метров. В этом случае чис-
ло Струхаля будет иметь порядок Sh = 102–103. В этих условиях членом с частной 
производной по времени в (5) можно пренебречь. Тогда система (5) примет окон-
чательный вид: 
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с краевыми условиями (7). 
Система уравнений (8) может быть решена методом интегральных преобра-

зований Лапласа. Функции ,T x t , 1 ,wT x t  и 2 ,wT x t  являются обычными 
гладкими ограниченными интегрируемыми функциями и полностью удовле-
творяют условиям применения интегрального преобразования Лапласа [9].  

Применим интегральное преобразование Лапласа по переменной t  к си-
стеме (8). Учитывая граничные условия (7), получаем функции для решения ис-
ходной системы: 
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 Решение (9) удовлетворяет условиям существования оригинала для изоб-
ражения [9].  
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Используя правила нахождения оригиналов [9] и таблицы из [10], получаем 
окончательное решение  
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— для безразмерной температуры газа;  
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—  для безразмерной температуры внутренней стенки проточного тракта ТА, 
где 0( )I x  — модифицированная функция Бесселя первого рода. 

Несмотря на громоздкость формул, они дают решение в виде конечных ин-
тегралов от известных функций. Использование математических редакторов, 
например MathCAD, сводит к минимуму затраты времени на расчет нестацио-
нарного сопряженного теплообмена в ТА с использованием этих формул. 

Сравнение результатов расчетов по зависимости (11) с точным решением 
уравнения, описывающим распределение безразмерной температуры в стенке с 
бесконечной теплопроводностью для характерных режимов работы ТА, показа-
ло их полное совпадение (рис. 3). 
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Для проведения поверочных расчетов ТА высокоэнтальпийного гиперзву-
кового стенда ЦИАМ на стационарных режимах работы была разработана спе-
циальная программа, учитывающая реальные свойства газообразных продуктов 
сгорания. Данная программа валидирована большим объемом эксперименталь-
ных данных и прошла государственную регистрацию. Сравнение результатов 
расчета температуры газа, полученных по формуле (11), с результатами расчета 
по этой программе приведено на рис. 4. Графические зависимости показывают 
хорошее качественное и количественное совпадение. 

 
 

Рис. 3. Сравнение результатов расчета по 
(11), (12) (1) и точного аналитического 
решения (2) для безразмерной темпера- 
        туры стенки внутренней трубки 

Рис. 4. Распределение температуры  
                           газа вдоль ТА: 
1 — по формуле (10); 2 — по программе и 
с учетом реальных свойств газообразных  
                       продуктов сгорания 

Пример расчета по приведенной зависимости. На основе полученных за-
висимостей (10)–(12) проведены расчеты распределения температуры газа и 
стенок в ТА при параметрически задаваемых значениях координаты и времени. 
Расчеты выполнены при следующих параметрах: G = 23,6 кг · с–1, Т0 = 1600 K,  
cp = 1260 Дж · кг−1 · K−1, 1  = 91 Вт · м–2 · K−1, 2  = 60 Вт · м–2 · K−1, ср  L = 3 м, 1  D =  
= 35 мм, 2  D = 3500 мм, 1  = 2   = 7900 кг · м–3, 1  C = 2 C  = 460 Дж · кг−1 · K−1, с1 = 
= 8000 Вт · м–2 · K−1, с2  = 6000 Вт · м–2 · K−1, Тс = 290 K,  = 20 с. 

На рис. 5 и 6 приведено распределение температуры газа и стенок элемен-
тов ТА при параметрически задаваемом значении времени и координаты. 

Полученные в результате решения зависимости (10)–(12) позволяют опре-
делить время выхода ( 5 с) ТА на стационарный режим при указанных пара-
метрах газа, а также температуру газа на выходе ТА, которая должна удовлетво-
рять техническим требованиям на трубопровод отвода газов от ТА в систему 
эксгаустерного отсоса ( 620 K). 

Выводы. Найдено решение (10)–(12) в квадратурах для системы уравнений 
в частных производных (9), отражающее математическую модель сопряженной 
задачи нестационарного теплообмена в тракте ТА. Математическая модель ве-
рифицирована по аналитическому решению нестационарной задачи прогрева 
стенки и по зарегистрированной программе расчета стационарного теплового 
состояния трубчатого теплообменника.  
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Рис. 5. Графические зависимости температуры газа от координаты (а) и времени (б): 

а — 0,2t  (1); 0,5 (2); 0,8 (3); 1 (4); б — 0,2x  (1); 0,5 (2); 0,8 (3); 1 (4) 

  
Рис. 6. Графические зависимости температуры стенок от координаты (а) и времени (б): 

а — 0,2t  (1); 0,5 (2); 0,8 (3); 1 (4); б — 0,2x  (1); 0,5 (2); 0,8 (3); 1 (4) 

Предложенные зависимости используются для экспресс-расчета параметров 
газа и теплового состояния ТА высотного стенда ЦИАМ. Эти зависимости также 
могут быть использованы при разработке и проектировании ТА для экспресс-
оценок количественного значения температуры стенок и газа в ТА в любой момент 
времени, а также для оценки времени выхода ТА на стационарный режим. 

Методический подход к построению математической модели можно ис-
пользовать для расчета ТА различных конструкций, в частности для кауперных 
подогревателей высокоэнтальпийных стендов. 
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Abstract Keywords 
The paper presents a mathematical simulation of non-
steady-state heat transfer in the flow duct of a heat exchanger 
designed for decreasing exhaust gas temperature of an 
aircraft engine test firing facility. We obtained an analytical 
solution by quadrature for a system of partial differential 
equations that describe a model of a combined non-steady-
state problem of heating the heat exchanger components 
and cooling the exhaust gases  
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