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Аннотация Ключевые  слова 
Рассмотрены подходы к определению параметров 
полилинейных моделей упругопластического дефор-
мирования металлов, используемые при расчете 
напряженно-деформированного состояния и прогно-
зировании разрушений машиностроительных кон-
струкций. Предложена методика идентификации пара-
метров полилинейных моделей металлов, включающая 
в себя переход от условных (инженерных) значений 
напряжений и деформаций к истинным. Отличитель-
ные особенности методики — учет напряженно-дефор-
мированного состояния в шейке образца и рекоменда-
ции по определению промежуточных параметров 
моделей материалов. В программном комплексе ANSYS 
LS-DYNA проведено компьютерное моделирование 
испытаний плоских образцов на растяжение. В расчете 
использованы параметры моделей для сталей марок 20 
и S235JRG2, применяемых в конструкциях пассажир-
ских транспортных средств. Погрешность расчета 
относительного удлинения образца в момент разруше-
ния составила не более 2,8 % 
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Введение. Все более широкое практическое применение при разработке и со-
вершенствовании несущих конструкций машин по критериям прочности и 
жесткости получают программные средства компьютерного моделирования 
процессов, основанные на применении метода конечных элементов, как в яв-
ной, так и неявной постановке. В последнем случае речь идет, как правило, о 
моделировании быстропротекающих динамических процессов или же о краш-
тестах. Важным условием достоверного виртуального воспроизведения подоб-
ных динамических процессов является определение и применение для исследу-
емой модели конструкции свойств материалов, учитывающих основные осо-
бенности их упругопластического деформирования вплоть до наступления раз-
рушения. С этой целью разрабатываются соответствующие модели материалов, 
описывающие на основе математических зависимостей упругопластическое по-
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ведение упрочняющегося материала при приложении внешнего силового воз-
действия. 

Одной из актуальных машиностроительных задач является обеспечение 
прочности каркасов пассажирских транспортных средств. В Правилах ЕЭК 
ООН № 66 приведен режим испытаний таких конструкций, который включает 
опрокидывание полнокомплектного транспортного средства с высоты 0,8 м.  
В результате динамического нагружения происходит пластическое деформиро-
вание элементов конструкции каркаса (оконных стоек), представленных, как 
правило, металлическими балками прямоугольного сечения. Сопоставляя полу-
ченные в ходе эксперимента и допустимые значения перемещений элементов 
каркаса делают заключение о соответствии его конструкции нормативным тре-
бованиям. При этом нормативом допускается замена натурных испытаний вир-
туальными при выполнении ряда условий, оговоренных в документе. 

Для эффективного применения компьютерного моделирования таких про-
цессов на практике необходимо наличие методического обеспечения, описыва-
ющего процедуры идентификации параметров модели конкретного исследуемо-
го материала по результатам традиционных экспериментов по определению ме-
ханических свойств материала с применением универсального испытательного 
оборудования. Например, работы [1–3] посвящены параметрам моделей упру-
гопластического деформирования материалов, однако, в них не приводится и не 
раскрывается процедура их определения по результатам натурных испытаний 
образцов материала. В работах [4, 5] рассмотрены параметры на основе испыта-
ний образцов материалов, но без учета особенностей деформации образца после 
достижения их временного сопротивления и с произвольным выбором проме-
жуточных точек модели диаграммы растяжения. 

Таким образом, актуальной является разработка методических рекомендаций 
идентификации параметров моделей металлических материалов, которые позво-
лят упорядочить и упростить процедуру подготовки исходных данных, а также 
повысить достоверность проведения расчетных исследований конструкций, ис-
пользуя экспериментально полученные значения параметров материалов. 

Идентификация параметров моделей материала по результатам экспери-
ментальных исследовавний. В преобладающем большинстве современных про-
граммных комплексов для расчетной оценки напряженно-деформированного 
состояния конструкций используется метод конечных элементов [6, 7]. Таким 
образом, результаты расчетов представляются в виде распределения по кон-
струкции истинных значений напряжений и деформаций. Результаты же испы-
таний образцов материалов и элементов конструкций принято описывать, ис-
пользуя инженерные или «условные» показатели, не учитывающие деформацию 
образца в ходе испытаний. Поэтому при обработке экспериментальных данных 
в целях дальнейшего их применения в расчетах необходимо перейти от услов-
ных деформаций и напряжений к истинным. В результате пересчета по методи-
кам [4, 5] получаются параметры, не учитывающие факт локального образова-
ния шейки, активное формирование которой происходит на участке от предела 
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прочности до момента разрушения. Для устранения данного недостатка предла-
гается параметры нелинейной модели материала идентифицировать по трем 
характерным точкам. Каждая точка определяется истинными значениями пла-
стической деформации и напряжения. В наиболее общем виде диаграмма де-
формирования может быть представлена полилинейной моделью материала, 
состоящей из нескольких параметров истинных деформаций и соответствую-
щих им значений истинных напряжений.  

Упругий участок диаграммы. Параметром является точка предела теку-
чести 
 1 т ,  1 0.  (1) 

Участок пластического упрочнения. Параметром является точка, значение 
которой соответствует временному сопротивлению и началу образования шей-
ки. Для данного параметра определяем истинные значения напряжения и де-
формации [8]: 

 2 в в(1 ),  2
2 вln (1 ) ,

E
  (2) 

где в — временное сопротивление, полученное в эксперименте; E — модуль 
Юнга, полученный в эксперименте; в — инженерные деформации образца, со-
ответствующие временному сопротивлению, полученные в эксперименте. 

Участок образования шейки. Шейка образуется вплоть до разрушения об-
разца, поэтому параметром будет являться точка со значением, соответствую-
щим моменту разрушения [9]: 
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где к — среднее нормальное напряжение в наименьшем сечении образца при 
разрушении; h — половина ширины в наименьшем поперечном сечении шейки; 
R — радиус кривизны контура шейки в точке наименьшего поперечного сече-
ния;  — относительное сужение образца. 

Среднее нормальное напряжение в момент разрыва образца определяется 
по формуле 

 разр
к ,

u

P
A

 

где Pразр — нагрузка в момент разрушения; Au — площадь наименьшего сечения 
образца в момент разрушения. 

Радиус кривизны контура шейки в точке наименьшего поперечного сечения 
R может быть определен графическим способом. Контрастное фотоизображе-
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ние образца после испытаний импортируется в графический редактор, позво-
ляющий выполнить измерение соответствующих параметров. По фотоизобра-
жению определяют относительные геометрические параметры образца. Абсо-
лютную величину одного из параметров (ширину наименьшего поперечного 
сечения шейки) находят путем прямого измерения с помощью измерительного 
инструмента (например, микрометра), а неизвестный параметр — на основании 
составленной пропорциональной зависимости. 

Для создания сглаженной кривой растяжения на участке от предела текуче-
сти до временного сопротивления находят промежуточные точки, для опреде-
ления промежуточных параметров используют следующую формулу: 

 в т
11i in

 при 0 т ,  (4) 

где i — значение деформации i-го промежуточного параметра; 1i — значение 
деформации промежуточного параметра, предшествующего i-му; n — число 
промежуточных параметров. 

Значения напряжений определяются по экспериментальной диаграмме рас-
тяжения. Пересчет инженерных значений в истинные проводится по формулам 
(2). Формула (4) обеспечивает равноудаленность промежуточных параметров 
друг от друга на кривой растяжения, тем самым способствуя повышению точ-
ности результатов расчета. 

Пример апробации предложенных методических рекомендаций для плос-
ких образцов. Были проведены испытания плоских образцов материалов — сталей 
марок 20 и S235JRG2, полученных из балок профиля 50×40×3 ГОСТ 8645–68 и Г-
образного профиля крыши. 

На рис. 1 приведены образцы материалов для испытаний, в табл. 1 — 
номинальные значения основных геометрических параметров образцов. 

Рис. 1. Образцы материалов для испытаний: 
1 — cталь S235JRG2; 2 — cталь марки 20 
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Таблица 1  

Геометрические параметры образцов материалов 

Материал 
образца — сталь 

марки 

Толщина, 
мм 

Длина,  
мм 

Ширина 
рабочей части, 

мм 

Ширина 
захватной 
части, мм 

Длина 
захватной 
части, мм 

20 3 220 20 30 50 
S235JRG2 2 220 20 30 50 
 
Номинальное значение длины рабочей части, относительно которой опре-

делялось удлинение, составляло 100 и 90 мм для образцов сталей марок 20 и 
S235JRG2. 

Механические свойства образцов определяли на универсальной гидравли-
ческой испытательной машине INSTRON Satec 300LX, погрешность измерения 
нагрузки составляла не более 0,5 % измеряемого значения. Для регистрации де-
формаций использовали экстензометр INSTRON 2630-107 GL25MM с погреш-
ностью измерения деформации не более 0,1 %.  

На рис. 2 приведено фото образца в ходе испытаний. 

Рис. 2. Процесс испытаний образца материала — сталь марки 20 (приложение нагрузки,  
                                                           измерение деформаций) 

На рис. 3 приведено фото образцов после испытаний. 
Результаты испытаний в виде диаграмм растяжения представлены на рис. 4 

и 5. Номер кривой на диаграмме соответствует номеру испытанного образца. 
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Рис. 3. Образцы после испытаний: 
1 — сталь марки 20; 2 — сталь S235JRG2 

 

Рис. 4. Кривые деформирования образцов стали марки 20 
 
Среднее значение (СЗ) механических характеристик материалов определя-

ли по формуле [10] 
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где n — число измерений; xi — значение отдельного измерения. 
Для определения истинных значений необходимо найти среднеквадратиче-
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Рис. 5. Кривые деформирования образцов стали S235JRG2, образцы № 1–№ 3 (а)  
и № 4–№ 6 (б) 

Результаты обработки установленных механических характеристик испы-
танных материалов приведены в табл. 2 и 3.  

Таблица 2  

Результаты обработки измеренных значений механических характеристик стали 
марки 20 

Номер 
образца 

Предел текуче-
сти 0,2 %, МПа 

Предел прочности, 
МПа 

Деформация при 
пределе прочности, % 

Удлинение при 
разрыве, % 

1 362 445 14,3 29,3 
2 410 463 13,1 25,7 
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Окончание табл. 2 

Номер 
образца 

Предел текуче-
сти 0,2 %, МПа 

Предел  
прочности, МПа 

Деформация  
при пределе прочности, % 

Удлинение  
при разрыве, % 

3 388 455 13,8 27,3 
4 396 461 13,0 26,5 
5 403 469 11,9 26,5 

СЗ x   392 459 13,2 27,1 
СКО S 18,6 9,1 0,9 1,4 

 Таблица 3  

Результаты обработки измеренных значений механических характеристик 
 стали S235JRG2 

Номер 
образца 

Предел  
текучести 0,2 %, МПа 

Предел  
прочности, МПа 

Деформация при пределе  
прочности, % 

Удлинение  
при разрыве, % 

1 329 407 11,8 23,1 
2 339 417 12,2 24,2 
3 331 406 12,6 25,9 
4 333 409 12,6 27,1 
5 342 418 11,5 25,8 
6 333 408 14,3 26,2 

СЗ x  335 411 12,5 25,4 
СКО S 5,0 5,3 1,0 1,5 

 Таким образом, по результатам эксперимента были получены значения из-
менения сил, условных деформации, напряжений и перемещений. 

Параметры моделей материалов определяли по зависимостям (1)–(4) мето-
дики. На рис. 6 и 7 приведена процедура определения относительного значения 
радиуса кривизны контура шейки. Поскольку линия разрыва образцов прохо-
дит под углом к перпендикуляру продольной оси образцов, то замер радиуса 
проводится с обеих сторон образца на явно выраженной зоне сужения. 

Рис. 6. Графическое определение радиуса кривизны контура шейки образца № 5  
стали марки 20 
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Рис. 7. Графическое определение радиуса кривизны контура шейки образца № 1  
стали S235JRG2 

 
Абсолютное среднее значение определено с помощью составленной про-

порциональной зависимости: 

 2 ;
1139 1098160

2

h R  

 1115 2 0, 984 2
160

R h h  

—  для стали марки 20; 

 2 ;
909 887173

2

h R  

 898 2 5,191 2
173

R h h  

— для стали S235JRG2, где 2h — ширина образца в зоне шейки после испыта-
ний. 

Относительное сужение  определялось по формуле 

 0 к

0

( ) ,F F
F

 

где F0 и Fк — начальная и конечная площади поперечного сечения исследуемых 
образцов. 

Для получения высокой точности значения конечной площади Fк исполь-
зовались средства измерения программного обеспечения Altami Studio 2.1.  
На рис. 8 показаны фрагменты процедуры измерения геометрических размеров 
(ширины и толщины) локальной зоны сужения образца № 3 стали марки 20. 
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Рис. 8. Измерение толщины (а) и ширины (б) локальной зоны сужения образца № 3 
стали марки 20 

На основании полученных значений геометрических размеров определяли 
конечную площадь поперечного сечения Fк. Результаты идентификации пред-
ставлены в табл. 4 и 5 (восьмая точка задавалась для возможности продолжения 
решения по достижении предельной деформации). 

Таблица 4  

Идентифицированные параметры модели материала сталь марки 20 

Параметры 
образца 

Номер точки 
1 2 3 4 5 6 7 8* 

i  0 0,026 0,047 0,071 0,094 0,122 0,712 0,8 
,i  МПа 392 442 463 485 501 519 759 759 

Таблица 5  

Идентифицированные параметры модели материала сталь S235JRG2 

Параметры 
образца 

Номер точки 

1 2 3 4 5 6 7 8* 

i  0 0,030 0,052 0,074 0,095 0,116 0,819 0,9 
,i МПа 335 393 421 439 451 462 787 787 

Компьютерное моделирование натурного эксперимента. В программном 
комплексе конечно-элементного анализа ANSYS LS-DYNA PC (R800) были раз-
работаны твердотельные и оболочечные конечно-элементные модели образцов 
материалов, геометрические размеры которых соответствуют номинальным 
размерам образцов. На рис. 9 приведены твердотельная и оболочечная конечно-
элементные модели образца с заданными по результатам идентификации пара-
метрами для стали марки 20. 

Модели образцов разрабатывались с использованием системного компо-
нента ANSYS Explicit Dynamics (LS-DYNA Export). Конечно-элементная сетка на 
захватных участках и рабочей части генерировалась гексагональными элемен-
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Рис. 9. Конечно-элементные модели образца: 
а — твердотельная; б — оболочечная 

 
тами с размером грани порядка 1 мм. Сетка на переходных участках, имеющих 
закругления, состояла преимущественно из гексагональных элементов с тетра-
гональными в переходных зонах. Общее число элементов в твердотельной мо-
дели образца стали марки 20 составило 16116, в оболочечной модели — 5319.  
В твердотельной модели образца стали S235JRG2 число элементов составило 
10671, в оболочечной — 5182. 

Конечно-элементная модель образца из ANSYS Explicit Dynamics (LS-DYNA 
Export) в формате k-файла передавалась в программу пре/постпроцессор  
LS-PrePost. В приложении LS-PrePost моделям образцов присваивалась мо- 
дель материала *MAT_PIECEWISE_LINEAR_PLASTICITY (024) с параметрами,  
приведенными в табл. 2 и 3 для сталей марок 20 и S235JRG2. Модуль упругости 
для сталей марок 20 и S235JRG2 (как аналога стали Ст3пс [11]) был принят  
E = 200 000 МПа. В качестве критерия разрушения принята эквивалентная пла-
стическая деформация величиной 0,712 и 0,819 соответственно исследуемым 
материалам. Значения эквивалентных пластических деформаций определяли по 
формуле (3). 

Начальные и граничные условия соответствовали проведенным натурным 
испытаниям. Одна из захватных частей образца фиксировалась, а другой зада-
валось перемещение вдоль оси образца, тем самым вызывая его растяжение. В 
качестве регистрируемого параметра выступала реактивная составляющая сил в 
узлах заделки в зависимости от перемещения захватной части образца. 

Сопоставление результатов эксперимента и моделирования. Достовер-
ность определения параметров модели материала оценивалась по соответствию 
зависимости нагрузки, возникающей в результате реактивного действия, от отно-
сительной деформации образца, т. е. выполнялся переход к условным характери-
стикам материала, регистрируемым в ходе эксперимента. Поскольку полученные 
в результате расчета значения сил соответствуют номинальным значениям  
образца, то их необходимо умножить на коэффициент площади поперечного  
сечения  

 ср

ном
,A

Ak
A
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где Aср — средняя площадь поперечных сечений образцов; Aном — номинальная 
площадь сечения, принятая в расчете. 

Средняя площадь поперечных сечений Aср определяется по выражению 

 1 2
ср

... nA A AA
n

, 

где Ai — действительная площадь поперечного сечения i-го образца до испыта-
ний; n — число образцов. 

На рис. 10 приведено графическое сопоставление экспериментальных и 
расчетных данных для твердотельных моделей образцов. 

Рис. 10. Диаграммы растяжения образцов стали марок 20 (а) и S235JRG2 (б) 

На рис. 11 представлена сравнительная визуализация начала разрушения 
натурного образца из стали S235JRG2 и компьютерной модели. 
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Рис. 11. Начало разрушения образца материала сталь S235JRG2: 
а — эксперимент; б — расчет 

В расчетной модели разрушение образца происходит с середины наимень-
шего поперечного сечения шейки, что указывает на качественное соответствие 
процесса деформирования и корректный выбор критерия разрушения материа-
ла в программном комплексе ANSYS LS-DYNA. 

Поскольку в расчете принимались средние значения механических характе-
ристик материалов, то сопоставление расчетной и экспериментальных диа-
грамм деформирования выполнялось по удлинению образца в момент разру-
шения как имеющего наибольший относительный разброс по результатам экс-
перимента (табл. 6). 

Таблица 6  
Сопоставление результатов расчета и эксперимента по удлинению в момент разрыва 

Материал — сталь марки Эксперимент, % Расчет, % Погрешность, % 
20 27,1 26,6 1,8 

S235JRG2 25,4 24,7 2,8 

Погрешность значения предела прочности составляет до 1 МПа. Отметим, 
что расчетная кривая деформирования проходит по середине образованной 
группы экспериментальных кривых. Этот факт подтверждает принятые средние 
значения механических характеристик и высокую точность расчета. 

Особый интерес представляют результаты расчета оболочечной модели и 
их сопоставление с результатами расчета для твердотельной модели. На рис. 12 
приведены диаграммы растяжения оболочечных и твердотельных моделей для 
исследуемых марок стали; в табл. 7 — значения удлинений в момент разрыва 
оболочечной и твердотельной моделей и их отклонение от результатов экспе-
римента для исследуемых материалов. 
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Рис. 12. Диаграммы растяжения твердотельной и оболочечной моделей образцов из  стали  
                                                           марок 20 и S235JRG2 

Таблица 7  

Результаты расчета оболочечных и твердотельных моделей образцов материалов 
и их отклонения от эксперимента 

Материал — 
сталь марки 

Оболочечная 
модель, % 

Твердотельная 
модель, % 

Отклонение от экспериментальных  
значений, % 

Оболочечная 
модель 

Твердотельная  
модель 

20 27,4 26,6 1,1 1,8 
S235JRG2 24,7 24,7 2,8 2,8 

 
Соответствие результатов расчета твердотельной и оболочечной моделей 

образца свидетельствует о корректности использования подходов к моделиро-
ванию быстропротекающих процессов, создания конечно-элементных моделей 
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с учетом типа элементов и схемы разбиения, а также вида и размера элементов 
при расчете более сложных машиностроительных конструкций. 

Результаты моделирования характеристик сталей марок 20 и S235JRG2 по-
казывают хорошую сходимость с результатами натурных экспериментов. Таким 
образом, погрешность расчета по удлинению образца стали марки 20 в момент 
разрыва составляет 1,8 %, S235JRG2 — 2,8 %. Погрешность расчетной оценки 
значения предела прочности не превысила 1 МПа, т. е. до 1 %. Отклонение ре-
зультатов расчетов оболочечных моделей от твердотельных по тому же крите-
рию составляет 3 % и 0, от экспериментальных значений 1,1 и 2,8 %. Также 
предложенный подход отбора значений деформаций и напряжений для опреде-
ления промежуточных параметров модели материала от предела текучести до 
временного сопротивления позволил сделать расчетную диаграмму деформиро-
вания более плавной и повысить точность расчетов. 

Заключение. Разработанные методические рекомендации идентификации 
параметров моделей материалов могут эффективно использоваться при компью-
терном моделировании процессов пластического деформирования и разрушения 
машиностроительных конструкций. Для сокращения времени расчетов рекомен-
дуется использовать элементы оболочечного типа, так как согласно проведенным 
расчетным исследованиям образцов материалов отклонение от результатов 
натурных испытаний составило 1,1 и 2,8 % для сталей исследованных марок 20 и 
S235JRG2. 
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Abstract Keywords 
The paper deals with a methodology of determining 
parameters in piecewise-linear plasticity models of me-
tals, which are used for stress-strain analysis and failure 
prediction in mechanical engineering structures. We 
present a method for identifying parameters of piecewise-
linear metal models that involves a transition from no-
minal (also known as engineering) stresses and strains to 
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the true values. Our method boasts the following distinc-
tive features: accounting for the stress-strain state in the 
specimen neck and guidelines for determining interme-
diate parameters of material models. We simulated ten-
sile testing of flat specimens numerically in the ANSYS 
LS-DYNA software package. The computation used 
model parameters for steels 20 and S235JRG2, which are 
common in passenger transport vehicles. The computa-
tional error for relative tensile strain in a specimen at the 
moment of failure did not exceed 2,8 % 
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