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Аннотация Ключевые  слова 
Проведена верификация двухпараметрических дисси-
пативных моделей турбулентности и многопараметри-
ческой модели рейнольдсовых напряжений, реализо-
ванных в пакете ANSYS FLUENT с включением UDF 
(user defined function), для расчета плоского отрывного 
турбулентного течения около прямоугольного выступа 
на пластине. Выполнено сравнение численных прогно-
зов с экспериментально полученными профилями 
скорости и турбулентными характеристиками. Выявле-
но, что низкорейнольдсовая нелинейная (k– )-модель 
(LRN-LCL) и многопараметрическая модель рейнольд-
совых напряжений (LRN-GL) более точно предсказы-
вают поле средней скорости и анизотропию турбулент-
ности до и после выступа 
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Введение. Отрывные течения широко распространены как в природе, так и в тех-
нике. Экспериментальные и теоретические исследования структуры течения при 
обтекании выступов и углублений разного рода на исходно гладких поверхностях 
представляют значительный практический интерес, поскольку такие элементы 
конструктивного или случайного происхождения присутствуют на многих обтека-
емых поверхностях. Отрыв пограничного слоя и его повторное присоединение 
около выступов и углублений существенно влияют на сопротивление и теплооб-
мен. Анализу отрывных течений посвящены, например работы [1–4], в которых 
отмечается как сложность этого явления, так и трудности, с которыми приходится 
сталкиваться при выборе адекватных математических моделей. 

В [2, 3] экспериментально исследовали средние и пульсационные динамиче-
ские и тепловые характеристики отрывного обтекания воздухом одиночного пря-
моугольного выступа на плоской пластине, обогреваемой по закону qст = const. Вы-
ступ прямоугольной формы высотой 0,032 м и шириной 0,032 м устанавливался на 
нагреваемую нижнюю стенку перпендикулярно потоку на расстоянии 0,46 м от 
входа в рабочий участок. Все измерения выполнены с помощью как микрозонда 
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Пито — Прандтля с микротермопарой d = 0,0001 м, специально разработанного и 
созданного для работы в пограничном слое, так и термоанемометрического ком-
плекса Dantec Dynamics, что позволило исследовать ламинарный подслой, пере-
ходную область пограничного слоя, а также получить средние и пульсационные 
характеристики течения. Неопределенности средней скорости и температуры оце-
нены как ± 4 и ± 3,6 %, неопределенность измерения среднеквадратического значе-
ния продольных пульсаций скорости и температуры — как ± 8 и ± 7 %. 

Стандартная двухпараметрическая диссипативная (k– )-модель довольно 
широко используется в инженерных расчетах. Как известно, она с высокой точ-
ностью предсказывает тонкое сдвиговое турбулентное течение, но имеет труд-
ности с прогнозированием характеристик сложных течений, связанных с силь-
ным градиентом давления, отрывом потока, большой кривизной линии тока [5]. 
Прогресс в компьютерах и вычислительных технологиях вызвал появление ряда 
модифицированных версий (k– )-модели вихревой вязкости. Они учитывают 
различные эффекты, улучшающие прогнозирование сложных течений. В [6] 
введена модификация в стандартную (k– )-модель для подавления перепроиз-
водства генерации турбулентности в застойных зонах. Однако эта модификация 
не подходит к обычным сдвиговым течениям. С другой стороны, Realizable  
(k– )-модель (RKE-модель) удовлетворяет ограничениям нормальных рейноль-
дсовых напряжений и лучше согласуется с природой турбулентных течений, что 
достигается введением функциональной зависимости вместо константы C  [7]. 
В [8] учитываются низкорейнольдсовые эффекты, причем колмогоровский 
масштаб скорости вводится вместо динамической скорости, равной нулю в точ-
ке отрыва. Таким образом, реализуется демпфирование вихревой вязкости в 
пристеночной области. Модель V2F [9] расширяет возможности стандартной 
(k– )-модели за счет двух дополнительных уравнений, описывающих присте-
ночную анизотропию турбулентности и нелинейные эффекты. Отличительной 
особенностью этой модели является использование масштаба скоростей 2v  
вместо кинетической энергии турбулентности k для оценки вихревой вязкости, 
улучшающее демпфирование турбулентного переноса близко к стенке. Давид-
соном и другими была предложена модификация для 2v  в зоне, далекой от 
стенки [10]. Также в отрывных течениях имеет место неравновесность средних 
и турбулентных структур, которая учитывается, например, в [11] в алгебраиче-
ской модели рейнольдсовых напряжений ASM, основанной на гипотезе про-
порциональности составляющих тензора рейнольдсовых напряжений и энергии 
турбулентности. 

Линейные двухпараметрические модели базируются на предположении 
Буссинеска и имеют погрешности в представлении разностей нормальных рей-
нольдсовых напряжений. Уточнение определения генерации кинетической 
энергии турбулентности и учета ее анизотропии связано с построением нели-
нейных моделей вихревой вязкости (NLEVM), в которых вводятся дополни-
тельные нелинейные члены. По сравнению с линейными моделями они облада-
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ют существенными преимуществами. Однако при этом сохраняется реализо-
ванное в них предположение о квазиравновесности турбулентности. 

В настоящей работе проведено численное исследование средних и пульса-
ционных динамических характеристик отрывного течения около одиночного 
прямоугольного выступа на пластине. Исследование выполнено с использова-
нием вычислительного программного пакета ANSYS FLUENT, версия 17.2  
(license number: 339001) [12]. Система исходных дифференциальных уравнений, 
описывающих процессы переноса количества движения, решена конечно-
объемным методом в рамках процедуры коррекции давления SIMPLEC [13]. 
Противопоточная схема второго порядка аппроксимации выбрана в результате 
дискретизации конвективных членов уравнений переноса импульса, кинетиче-
ской энергии турбулентности, скорости турбулентной диссипации и других за-
висимых переменных в многопараметрических моделях. Другая коммерческая 
программа ANSYS ICEM CFD версия 17.2 используется для генерации структу-
рированной сетки. Численные прогнозы, полученные с помощью выбранных 
моделей, сравниваются с экспериментальными данными авторов [2, 3]. 

Математическая модель. Рассматривается двумерное обтекание турбулент-
ным потоком несжимаемой вязкой жидкости одиночного прямоугольного вы-
ступа, расположенного на нижней плоской стенке. Геометрические размеры мо-
дели соответствуют размерам экспериментального участка (рис. 1). 

Рис. 1. Схема расчетной области для выступа 
 
Система уравнений Навье — Стокса для описания стационарного турбу-

лентного движения вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости при отсут-
ствии массовых сил может быть представлена в скалярно-тензорной форме [13]: 
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— уравнение неразрывности;  
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— уравнение движения. 
Здесь Ui и P — осредненные по времени скорость и давление;  и ν — молеку-
лярные плотность и вязкость. 
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Линейная модель вихревой вязкости (LEVM) [5]. Стандартная (k– )-модель 
формулируется на основе предположения Буссинеска, в котором тензор рейнольд-
совых напряжений записывается как 

 
_____ 2= .

3
ji

i j t ij
j i

UUu u k
x x

 (3) 

Турбулентная вязкость определяется как 

 
2

=C ,t
k  (4) 

где k — кинетическая энергия турбулентности;  — скорость диссипации. 
Пять различных линейных моделей турбулентности — стандартная (k– )-мо-

дель с модификацией Като — Лаундера (SKE-KL) [6], Realizable (k– )-модель  
(RKE) [7], низкорейнольдсовая AKN-модель [8], четырехпараметрическая модель  
V2F [10] и алгебраическая модель напряжений Рейнольдса в рамках приближения 
пограничного слоя (ASM-BL) [11] — были выбраны для замыкания системы урав-
нений Навье — Стокса. 

Нелинейные модели вихревой вязкости (NLEVM). Нелинейные модели 
используют явные алгебраические связи между тензором рейнольдсовых напря-
жений, тензором скоростей деформаций и составляющими осредненных тензо-
ров вращения. Нелинейные (k– )-модели имеют обобщенную напряженно-
деформированную формулу в общем виде [14]: 
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где С1, …, С7 — модельные коэффициенты; t — турбулентная вязкость, которая 
определяется из соотношения (4).  

Разные нелинейные модели имеют различные формулы для коэффициентов 
С1–С7 и Cμ, как следствие, получаются различные квадратные и кубические не-
линейные модели. В квадратной нелинейной (k– )-модели коэффициенты С4–С7 
равны нулю, а члены с коэффициентами С1–С3 обеспечивают различные значе-
ния между нормальными напряжениями, т. е. квадратные члены способны 
предсказать анизотропию нормальных напряжений. Коэффициенты С4–С7 в 
кубических членах учитывают влияние кривизны линий тока и эффект завих-
рения в рейнольдсовых напряжениях. В настоящей работе сравниваются пять 
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нелинейных (k– )-моделей: высоко- и низкорейнольдсовые квадратные нели-
нейные модели (модели SZL и LRN-SSG) [15, 16], две высокорейнольдсовые ку-
бические нелинейные модели (CLS-модель [17], EM-модель [14]) и низкорей-
нольдсовая кубическая нелинейная модель (LRN-LCL-модель) [18]. 

Низкорейнольдсовая квадратная нелинейная модель (LRN-SSG-модель) и 
низкорейнольдсовая кубическая нелинейная модель (LRN-LCL-модель) бази-
руются на низкорейнольдсовых (k– )-моделях, в которых введена демпфирую-
щая функция для учета влияния стенки. Высокорейнольдсовые нелинейные мо-
дели основываются на стандартной (k– )-модели с применением модифициро-
ванных пристеночных функций. 

Дифференциальная модель для напряжений Рейнольдса (DRSM). Для 
рейнольдсовых напряжений использовалась модель Гибсона — Лаундера с низ-
корейнольдсовой модификацией Лаудера — Шима (LRN-GL) [19, 20]. 

Член корреляции давления и напряжения  
 ,φ φ φ φ ,s r

ij ij wij ij  (6) 

где φs
ij  и φr

ij — медленный и быстрый члены корреляции давления и напряже-

ния, 
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где nk — компонент xk единичного напряжения нормали к поверхности; d — 
расстояние до ближайшей поверхности. 

Коэффициенты замыкания в низкорейнольдсовой модификации (Launder 
and Shima [20]): 

0,25 2
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1 1
2 1, 67;
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C C  2 2 2
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Следует отметить, что LRN–GL-модель рейнольдсовых напряжений при-
надлежит к типу высокорейнольдсовых моделей и в ней используются модифи-
цированные пристеночные функции. 

Граничные условия. На входе в расчетную область задается постоянная 
скорость: U  = 15,3 м/с. Профили кинетической энергии турбулентности и ско-
рости диссипации определяются из соотношений [11]: 
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где I0 — интенсивность турбулентности в невозмущенном потоке (I0 = 1 %); C  — 

эмпирическая константа турбулентной модели (C  = 0,09); l — турбулентный 
масштаб длины. 

На выходе из расчетной области задаются условия продолжения решения 
(граничные условия). На нижней стенке и поверхности выступа задается усло-
вие прилипания: 0.U V На верхней стенке задано условие симметрии. 

Cеточная сходимость. Для расчетной области строили структурированную се-
точную декартову модель со сгущением в окрестности стенки и выступа. На первом 
этапе расчета проверяли сеточную сходимость решения с использованием 
Realizable (k– )-модели турбулентности [7] с модифицированной пристеночной 
функцией (Enhanced wall treatment) [12]. Для прямоугольного выступа рассмотрены 
варианты сеток с 4387, 8832, 18 457, 24 837 ячейками. Значение параметра у+ в пер-
вом пристеночном узле для всех вариантов не превышало единицы. Влияние сетки 
на результаты расчета оценивали по локальным распределениям коэффициента 
трения на поверхности с прямоугольным выступом с разными сгущениями сетки. 
На рис. 2 видна приемлемая сходимость решения при уменьшении размеров ячеек. 
Максимальная разность результатов между вариантами 1 и 4 составляет 11,9 %, а 
между вариантами 3 и 4 — 3,1 %. В результате в качестве базовой выбрана сетка, 
состоящая из 18 457 четырехугольных ячеек. 

Рис. 2. Распределение локальных коэффициентов трения при разных вариантах сеточ- 
                                           ной модели в области прямоугольного выступа 

 
Сравнение результатов расчета с экспериментальными данными. Измере-

ния в турбулентном пограничном слое выполнены в 11 сечениях [2] как перед пря-
моугольным выступом, так и за ним в диапазоне –11,94 < x / h < 20,88. Эксперимен-
тальные и расчетные безразмерные профили средних скоростей в исследованных 
сечениях сравниваются на рис. 3. Видно, что численные прогнозы, полученные с 



В.Н. Афанасьев, К.С. Егоров, Кон Дехай 

78  ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2018. № 6  

помощью рассмотренных моделей турбулентности, хорошо согласуются с экспе-
риментальными данными [2, 3], причем за выступом в релаксационной зоне низ-
корейнольдсовая кубическая нелинейная модель LRN-LCL обеспечивает более 
точное описание рассматриваемого режима течения, чем другие модели. 

Рис. 3. Распределение средней скорости при обтекании одиночного прямоугольного  
выступа: 

а — линейные модели и модель рейнольдсовых напряжений; 1 — SKE-KL; 2 — RKE; 3 — AKN;  
4 — V2F; 5 — ASM-BL; 6 — LRN-GL; 7 — экспериментальные данные [2]; б — нелинейные модели;  
   7 — экспериментальные данные [2]; 8 — LRN-SSG; 9 — SZL; 10 — EM; 11 — CLS; 12 — LRN-LCL 
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На рис. 4 сравниваются расчетные и экспериментальные профили продоль-
ных пульсаций скорости в выбранных сечениях. Наблюдается в целом прием-
лемое согласие для всех рассмотренных моделей турбулентности. Однако в про-
гнозах пульсаций скорости по модели SKE-KL отмечается нефизический излом 

Рис. 4. Распределение продольных пульсаций скорости при обтекании одиночного прямо-
                                                                      угольного выступа:  
а — линейные модели и модель рейнольдсовых напряжений (1–7 — обозначения см. рис. 3);
                                     б — нелинейные модели (7–12 — обозначения см. рис. 3) 
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во внешней части пограничного слоя как до выступа, так и за ним. Кроме того, 
линейные модели (SKE-KL, RKE и AKN) подчас приводят к недооценке макси-
мальных значений пульсаций скорости в выбранных сечениях у стенки или в 
зоне смешения, в то время как линейные модели (V2F и ASM-BL) и кубические 
нелинейные модели (EM, CLS и LRN-LCL), а также модель рейнольдсовых 
напряжений LRN-GL свободны от этого недостатка. Отметим, что в релаксаци-
онной зоне (сечения x / h = 11,5 и  x / h = 20,88) линейные модели (SKE-KL, RKE 
и AKN) и все нелинейные модели не точны вблизи стенки, также наблюдается 
заметное отличие расчетных профилей продольных пульсаций скорости от экс-
периментальных. 

На рис. 5 сравниваются расчетные профили поперечных пульсаций скоро-
сти в выбранных сечениях. Качественно они похожи. Величины поперечных 
пульсаций, определенные с помощью линейных моделей, имеют те же значения, 
что и продольные пульсации скорости. Однако значения поперечных пульса-
ций скорости, полученные с использованием нелинейных моделей и моделей 
напряжений Рейнольдса LRN-GL, оказались несколько меньше значений про-
дольных пульсаций скорости, т. е. нелинейные модели способны предсказывать 
анизотропию турбулентности. 

На рис. 6 сравниваются расчетные профили касательных рейнольдсовых 
напряжений в выбранных сечениях. Модели ASM-BL и LRN-GL с линеаризован-
ным представлением момента давления-деформации дают более высокие значе-
ния касательных напряжений за выступом в релаксационной зоне по сравнению с 
другими линейными моделями и предсказывают меньшую длину присоединения 
(рис. 7). При подходе к выступу низкорейнольдсовая кубическая нелинейная 
LRN-LCL-модель предсказывает существенно более низкие касательные напря-
жения по сравнению с нелинейными моделями, однако в застойных зонах возле 
выступа (сечение x / h = –1,94) прогнозируемые с помощью нелинейной кубиче-
ской модели касательные напряжения превосходят напряжения, оцененные дру-
гими нелинейными моделями. За выступом в отрывных зонах (сечения x / h =  
= 5,25 и x / h = 8,38) LRN-LCL-модель дает существенно более высокие значения 
касательных напряжений, чем другие нелинейные модели, и дальше ее прогнозы 
аналогичны предсказаниям по остальным нелинейным моделям. 

На рис. 7 приведены поле скоростей потока и картины течения около оди-
ночного прямоугольного выступа, рассчитанные по разным моделям. Как вид-
но, рассчитанные длины отрывной зоны, определенные с помощью низкорей-
нольдсовых моделей (AKN, LRN-SSG, LRN-LCL), хорошо совпадают с экспери-
ментальными данными (5,25 < Lr / h < 8,38), а RKE-модель дает существенно за-
вышенное значение (Lr / h = 12,7). Отметим, что высокорейнольдсовая квадрат-
ная нелинейная SZL-модель позволяет получить лучшее согласие прогнозов с 
данными экспериментов по сравнению с высокорейнольдсовой кубической не-
линейной моделью (CLS). Это можно объяснить тем, что коэффициенты в ку-
бических членах нелинейных моделей (CLS) оказывают слишком сильное влия-
ние на протяженные отрывные течения [18]. Стандартная (k–ε)-модель с моди-
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Рис. 5. Распределение поперечных пульсаций скорости при обтекании одиночного  
                                                              прямоугольного выступа:  
а — линейные модели и модель рейнольдсовых напряжений (1–6 — обозначения см. рис. 3);  
                                              б — нелинейные модели (8–12 — обозначения см. рис. 3) 

 
фикацией Като — Лаундера (SKE-KL) может снизить генерацию турбулентности 
возле точки присоединения, но приводит к дальнейшему уменьшению уровня 
энергии турбулентности в релаксационной зоне и, следовательно, прогнозирует 
завышенную длину присоединения. По сравнению с линейными моделями в не- 
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линейных моделях введены нелинейные члены из предположения Буссинеска, а 
коэффициент C  выражается в виде функций инвариантов деформации и за-
вихренности. Вследствие этого рассчитанная генерация кинетической энергии 
турбулентности существенно уменьшается в застойных зонах и более точно 
предсказывает длину отрывной зоны. 

Рис. 6. Распределение касательных напряжений Рейнольдса при обтекании одиночного  
                                                                прямоугольного выступа:  
а — линейные модели и модель рейнольдсовых напряжений (1–6 — обозначения см. рис. 3);  
                                               б — нелинейные модели (8–12 — обозначения см. рис. 3) 



Верификация моделей турбулентности при анализе структуры турбулентного пограничного слоя… 

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Машиностроение. 2018. № 6 83 

Рис. 7. Распределение продольной составляющей скорости и линия тока, рассчитанные  
                       11 различными моделями для одиночного прямоугольного выступа:  
а — SKE-KL; б — RKE; в — AKN; г — V2F; д — ASM-BL; е —LRN-GL; ж — LRN-SSG; з — SZL;  
                                                                       и — EM; к — CLS; л — LRN-LCL 
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На рис. 8 приведены распределение коэффициента давления, рассчитанное как 
P

22 ( ),C P U  и значения локальных коэффициентов трения 22 ( ).f wC U  
Здесь P  — перепад давления между первой точкой, расположенной на гладкой 
поверхности, и соответствующими точками в исследуемых сечениях. В процессе 
обработки экспериментальных данных в сечениях 1–2 и 8–11, где в профиле ско-
рости имеет место логарифмический участок, локальные коэффициенты трения 
определяли по логарифмической части скорости в пограничном слое (метод  

Рис. 8. Распределение локальных коэффициентов давления (а) и трения (б) на поверх-
                                               ности пластины с прямоугольным выступом:  
1 — гладкая пластина; 2 — SKE-KL; 3 — RKE; 4 — LRN-GL; 5 — LRN-LCL; 6 — экспериментальные
                                                                                        данные [2] 
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Клаузера) и по наклону профиля скорости в ламинарном подслое (закон Ньютона). 
Отметим, что использование данных методов определения коэффициентов трения 
не вполне правомочно. Приведенные результаты носят качественный характер, 
поскольку методы определения локальных коэффициентов трения в застойных и 
отрывных зонах нуждаются в уточнении и дополнительных экспериментальных 
исследованиях. 

Распределения коэффициента давления, полученные с использованием трех 
разных моделей (RKE, LCL-GL и LRN-LCL), практически совпадают и заметно 
отличаются от распределений, полученных моделями SKE-KL в отрывной и ре-
лаксационной зонах. Из сопоставления численных прогнозов и эксперимен-
тальных данных для коэффициентов трения следует, что предпочтительнее мо-
дель LRN-LCL. 

Заключение. Проведены верификационные расчеты по линейным (SKE-KL, 
RKE, AKN, V2F, ASM-BL) и нелинейным (SZL, LRN-SSG, EM, CLS, LRN-LCL) 
моделям вихревой вязкости, а также по модели с семью уравнениями переноса 
рейнольдсовых напряжений с линеаризованным представлением момента дав-
ление-деформации и низкорейнольдсовой модификацией Лаундера — Шарма 
(LRN-GL). Верификация выполнялась путем сравнения расчетных прогнозов 
профилей осредненной и пульсационной скорости с экспериментальными дан-
ными при поперечном обтекании прямоугольного выступа, расположенного на 
плоской пластине. 

Показано, что достаточно простые линейные модели с двумя уравнениями 
на основе k–  (SKE-KL, RKE, AKN) могут использоваться в основном для расче-
та средней скорости потока до и после выступа. Более сложные линейные моде-
ли (V2F, ASM-BL) применимы для расчета не только средних, но и пульсацион-
ных характеристик. Нелинейные модели вихревой вязкости (особенно низко-
рейнольдсовая версия — LRN-LCL-модель) и модель переноса рейнольдсовых 
напряжений (Гибсона — Лаундера с низкорейнольдсовой модификацией) с се-
мью дополнительными уравнениями предпочтительны при определении харак-
теристик потока в непосредственной близости к стенке, а также в тех случаях, 
когда следует учитывать анизотропию турбулентности. 
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Abstract Keywords 
We present validation of dual-parameter dissipative turbu-
lence models and a multiparameter Reynolds stress model 
that are implemented in the UDF (user defined function) 
enabled ANSYS FLUENT software package, for the case of 
two-dimensional detached turbulent flow near a rectangular 
ridge on a plate. We compared our numerical estimations to 
velocity curves and turbulence characteristics obtained in an 
experiment. We detected that the low-Reynolds-number 
non-linear (k–ε)-model (LRN-LCL) and the multi-para-
meter Reynolds stress model (LRN-GL) provide more accu-
rate estimations of the average velocity field and turbulence 
anisotropy before and after the ridge 
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