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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача определения температурно-
го поля прозрачного для излучения изотропного 
твердого тела с поглощающим сферическим 
включением при наличии фазовых превраще-
ний в системе. Идентифицированы достаточные 
условия, выполнение которых обеспечивает 
возможность реализации автомодельного про-
цесса теплопереноса в анализируемой системе. 
Качественно исследованы физические свойства 
изучаемого автомодельного процесса и установ-
лены его специфические особенности. Теорети-
чески обоснована возможность реализации 
режима термостатирования подвижной грани-
цы зоны фазовых превращений в анализируе-
мом процессе теплопереноса 
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Введение. В теоретических исследованиях по проблеме лазерного ини-
циирования взрывного разложения гетерогенных энергетических мате-
риалов специфическое положение занимает математическая модель про-
цесса теплопереноса в прозрачном для излучения изотропном твердом 
теле, содержащем поглощающее сферическое включение (далее — сфе-
рический очаг разогрева) [1–6]. Отмеченная специфика заключается  
в относительной простоте исходной математической модели и трудно-
стях, возникающих при нахождении аналитического решения соответ-
ствующей задачи нестационарной теплопроводности. В работах [1–3] 
проанализирован упрощенный аналог рассматриваемой модели, базиру-
ющейся на стандартном предположении об идеальности теплового кон-
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такта в системе и гипотезе о «предельно большой теплопроводности оча-
га разогрева».  

Существует и другая трактовка анализируемой модели, основанная 
на гипотезе о возможности приравнивания среднеинтегральной темпе-
ратуры поглощающего сферического включения температуре границы 
изучаемой системы, т. е. реализации идеи «сосредоточенная емкость» [7]. 
Такой подход позволит дать математическую интерпретацию и теорети-
чески обосновать условие применимости реализуемой модели [8].  

Особое место в исследованиях занимают автомодельные процессы 
теплопереноса. По сложившейся терминологии (см. например, [9–11]) 
«автомодельный» буквально означает «себе подобный». Как правило, ис-
пользуя это понятие, предполагают, что изучаемый физический процесс 
является гомохронным (однородным по времени) и можно проводить 
поиск его состояния равновесия, которое не должно зависеть от времени. 

В работах [12–14] теоретически обоснована возможность существо-
вания автомодельных процессов теплопереноса в изотропном твердом 
теле со сферическим очагом разогрева — шаровой полостью, заполнен-
ной высокотемпературным газом, при наличии (или отсутствии) терми-
чески тонкого покрытия на ее неподвижной или движущейся границе.  

Цель проведенных исследований — определение достаточных усло-
вий, выполнение которых обеспечивает возможность существования ав-
томодельного процесса теплопереноса в прозрачном для излучения твер-
дом теле с поглощающим сферическим включением при наличии фазо-
вых превращений в системе. 

Исходная математическая модель и ее преобразование. В качестве 
объекта исследований рассматривается изотропное пространство (фаза s) 
с инертным включением (фаза h) сферической формы радиуса 0.r  На 
объект исследований воздействует поток излучения с плотностью q, для 
которого он абсолютно прозрачен, но может поглощаться сферическим 
включением. В результате разогрева включения его среднеинтегральная 
температура достигает значения * ,fT T  что приводит к возникновению 
зоны фазовых превращений (фаза f ) с интенсивностью ( ),fQ j t  распро-
страняющей внутрь изотропного пространства со скоростью ( )fr t  дви-
жения ее границы ( ).fr r t   

При сделанных предположениях и с учетом ранее полученных  
результатов [8] математическую модель процесса формирования темпера-
турного поля в изучаемой системе можно представить в следующем виде:  
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где последнее условие означает, что при каждом фиксированном значе-
нии Fо 0  функция ( , Fо) интегрируема с квадратом и весом 2  по 
радиальному переменному ρ 1, . 

Наличие поглощающего включения в реализуемой математической 
модели фактически учитывается краевым условием при 1,  явно содер-
жащим производную безразмерной температуры по переменному Fо  [8]. 

В математической модели (1) использованы следующие безразмерные 
переменные и параметры:  
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где t  — время; r  — радиус; T  — температура; a  — температуропровод-
ность;  — теплопроводность; с  — удельная массовая теплоемкость;   — 
плотность; ( ) ( )s fj t r t  — массовая скорость фазовых превращений, от-
несенная к единице поверхности, и (0) 0;j  индекс ноль относится к на-
чальным значениям величин. 

Для достижения основной цели исследований введем в рассмотрение 
среднеинтегральную температуру зоны фазовых превращений  
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и реализуем идею «сосредоточенная емкость» [7], т. е. будем предпола-
гать, что рассматриваемая среднеинтегральная температура равна темпе-
ратурам ее границ: 

 (1 0, Fо) (Fо) ( (Fо) 0, Fо) ( (Fо) 0, Fо), Fо 0.   (3) 

Согласно равенствам (2), (3) и известной теореме о дифференцирова-
нии по параметру интеграла с пределами интегрирования, зависящими 
от параметра [15], справедливо равенство 
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где (Fо)  — скорость движения границы зоны фазовых превращений.  
Умножив левую и правую части второго уравнения в (1) на 

133 (Fо) 1  с последующим интегрированием по переменному ρ  в пре-
делах от 1 до (Fо)  и воспользовавшись равенствами (2)–(4) с учетом кра-
евого условия при 1  в (1) получим: 
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Это позволяет с учетом очевидных равенств 
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трансформировать задачу (1) к смешанной задаче для уравнения в част-
ных производных параболического типа со специфическим краевым 
условием на подвижной границе: 
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где 13f  — определяющий параметр реализуемой математиче-
ской модели. 

Для удобства дальнейших рассуждений введем функцию 

 ( , Fо) ( , Fо),V   (6) 

воспользовавшись стандартным приемом [16], и трансформируем сме-
шанную задачу (5) к виду: 
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где последнее условие означает, что при каждом фиксированном значе-
нии Fо 0  функция ( , Fо)V  интегрируема с квадратом по радиальному 
переменному (Fо), .  

Постановка автомодельной задачи и ее решение. Для упрощения 
дальнейших рассуждений последующий анализ ограничим случаем 

0.h  Отметим, что используемое предположение качественно не иска-
жает физическую картину процесса теплопереноса, но требует уточнения 
при идентификации температурного поля объекта исследований [8].  
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Реализуем в задаче (7) автомодельную подстановку  
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смешанная задача (7) эквивалентна краевой задаче 
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Отметим, что начальное условие при Fо = 0  в задаче (7) в автомо-
дельных переменных (8) будет иметь вид краевого условия задачи (10), 
заданного при .  

Непосредственный анализ краевой задачи (10) показывает, что под-
становка (8) приводит к автомодельному решению при выполнении 
условий: 

 0(Fo) Fo – const; (11) 

 0(Fo)f f – const; (12) 

 0(Fo) – const, (13) 

где постоянные 0 0, f  могут принимать лишь неотрицательные значе-
ния; 0 — положительная постоянная. 

Условие автомодельности (11) реализуется лишь для следующего за-
кона движения границы зоны фазовых превращений: 
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 0(Fo) 2 Fo 1, Fo 0.   (14) 

При выполнении этого условия решение краевой задачи (10) опреде-
ляется, как [12]: 
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где штрихом обозначена производная по переменному ;  erfc  —
дополнительная функция ошибок Гаусса [16]. 

Заключение. Приведенные результаты демонстрируют пример авто-
модельных решений, иллюстрирующих свойства автомодельных процес-
сов теплопереноса в изотропных твердых телах. 

Физические свойства изучаемого процесса теплопереноса однозначно 
определяются условиями автомодельности (12), (13) реализуемого гранич-
ного режима. При 0 0 (0) 0,f U  т. е. реализуется режим тепловой изо-
ляции границы зоны фазовых превращений. При 0 0f  качественная кар-
тина автомодельного процесса теплопереноса зависит от безразмерных 
параметров 0ν ,  определенного условием автомодельности (11), и f  — 
симплекса подобия физических свойств фаз f  и s. В частности, при 

0,f  согласно (9), (14), должно выполняться условие 10 0(2 ) ,  ко-
торое можно рассматривать как достаточное условие автомодельности 
реализуемого граничного режима. При этом, согласно (15), безразмерная 
температура (0) const,U  т. е. реализуется режим термостатирования 
границы зоны фазовых превращений, закон движения которой опреде-
лен равенством (14). 
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Abstract Keywords 
The paper considers the problem of determining 
temperature field parameters in a radiation-trans-
parent isotropic solid body containing an absorptive 
inclusion, when the system features phase transitions. 
We identify sufficient conditions, meeting which 
ensures the possibility of self-similar heat transfer 
process taking place in the system under con-
sideration. We qualitatively investigated physical 
properties of the self-similar process under study and 
determined its specifics. We provide a theoretical 
validation of implementing a thermostating mode of 
the moving phase transition boundary in the heat 
transfer process investigated 
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