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Проведен предварительный анализ собственных колебаний трех-
мерной конечно-элементной электронной модели гиперзвукового ле-
тательного аппарата, длина двигателя которого соизмерима с
длиной планера. Для выявления динамического эффекта исполь-
зована простейшая двухбалочная модель. Выявлены характерные
продольно-поперечные формы аэроупругих колебаний гиперзвуково-
го летательного аппарата. Показано, что внутри области динами-
ческой устойчивости и достаточно далеко от ее границы имеют
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В открытой печати описаны лишь два гиперзвуковых летательных
аппарата (ГЛА), успешно прошедших летные испытания: отечествен-
ный “Холод” [1] (первый полет осуществлен в 1991 г.) и американ-
ский Х-43 [2] (первый полет осуществлен в 2002 г.). Если расчеты
аэроупругого поведения ГЛА Х-43 проведены достаточно подробно,
то публикаций по аэроупругому поведению ГЛА “Холод” в доступной
печати не обнаружено. В известном обзоре Макнамары и Фридмана
[3] показано, что анализ упругих колебаний изделий в гиперзвуко-
вом потоке требует учета дополнительных динамических эффектов:
влияния нагрева в потоке на жесткостные характеристики модели, до-
полнительного растяжения и сжатия срединной поверхности панелей
силами аэродинамического трения и др. В настоящей статье показана
целесообразность учета продольно-поперечного характера гиперзву-
ковых аэроупругих колебаний, что обусловлено сравнительно неболь-
шим удлинением изделия, малой жесткостью крепления двигателя к
фюзеляжу (с учетом его теплового расширения), трудностями в отра-
ботке самого двигателя и т.д.

Предварительный анализ собственных частот и форм колеба-
ний ГЛА в пустоте. Традиционно при решении задачи аэроупруго-
сти принимается гипотеза “базовой плоскости”. При этом вся упругая
динамическая модель аппарата, как правило, сводится в одну расчет-
ную плоскость. Аэродинамические нагрузки перпендикулярны базо-
вой плоскости. При этом учитываются лишь поперечные колебания,
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перпендикулярные продольной оси аппарата. Для ГЛА этот подход
не применим. Они имеют сравнительно небольшое удлинение, их
конструкции могут иметь элементы, произвольно ориентированные
в пространстве [3]. При обтекании наклонных панелей поток повора-
чивается. Различные элементы конструкции могут совершать малые
колебания в различных направлениях. Кроме изгибных колебаний,
возникают колебания растяжения-сжатия. Возникает связанная про-
блема анализа продольно-поперечных форм колебаний аппарата в по-
токе. Эти формы колебаний взаимодействуют, имеет место продольно-
поперечный флаттер. Продольно-поперечный характер колебаний не
связан с геометрической нелинейностью задачи. Система остается ли-
нейной.

Для предварительного анализа взаимного влияния продольных и
поперечных колебаний конструкции ГЛА в системе SolidWorks 2008
построена трехмерная электронно-геометрическая модель типового
ГЛА с гиперзвуковым прямоточным воздушно-реактивным двигате-
лем. Стрингерно-лонжеронный набор “размазан” по срединной по-
верхности панели, внутреннее оборудование моделируются сосредо-
точенными массами. Удлинение модели равно 6. Общий вид модели
представлен на рис. 1. В среде CosmosWorks 2008 выполнен оценоч-
ный предварительный расчет собственных частот и форм колебаний
твердотельной модели ГЛА в пустоте.

Создание конечно-элементной сетки происходит автоматически с
помощью стандартных алгоритмов CosmosWorks 2008. Для приведен-
ной оболочки использовались треугольные оболочечные конечные эле-
менты, для объемных компонентов — тетраэдрические конечные эле-
менты. Для оценки достоверности результатов расчета варьировался

Рис. 1. Электронно-геометрическая модель ГЛА
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характерный размер конечного элемента. Рассмотрены два варианта с
размером конечного элемента 60 и 20мм. Результаты расчета частот
собственных колебаний сведены в табл. 1.

Таблица 1
Частота (Гц) собственных колебаний расчетной модели ГЛА

Характерный размер конечного
элемента модели, мм

Характер колебаний
(см. табл. 2)

60 20

41,61 39,64 Поперечный

49,69 49,02 Поперечный

61,49 60,39 Продольно-поперечный

62,02 61,52 Продольно-поперечный

94,09 91,96 Поперечный

99,28 94,75 Продольно-поперечный

106,83 102,32 Продольный

На рис. 2 приведена форма третьего тона собственных колебаний.
Максимальная погрешность составляет 4%. Все дальнейшие ре-

зультаты соответствуют модели с максимальным размером конечного
элемента (КЭ) 20мм. В табл. 2 приведены результаты сравнительного
анализа продольных и поперечных составляющих форм колебаний в
пустоте. В общем случае указанные составляющие в пустоте соизме-

Рис. 2. Форма третьего тона собственных колебаний модели ГЛА в пустоте
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Таблица 2
Коэффициенты форм собственных колебаний ГЛА

№
тона

Частота,
ГЦ

Экстремальные значения коэффи-
циентов форм колебаний

Отношения значений коэф-
фициентов форм продоль-
ных/поперечных колебаний

поперечных продольных максимальных минимальных

max min max min

1 39,64 0,0734 – 0,0734 0,0111 – 0,0111 0,15 0,15

2 49,02 0,171 – 0,0558 0,0268 – 0,0156 0,16 0,28

3 60,39 0,0387 – 0,0387 0,0359 – 0,0359 0,93 0,93

4 61,52 0,0285 – 0,106 0,0229 – 0,0108 0,8 0,1

5 91,96 0,201 – 0,155 0,0192 – 0,0259 0,096 0,17

6 94,75 0,047 – 0,0481 0,035 – 0,035 0,75 0,73

7 102,3 0,0806 – 0,55 0,0823 – 0,0372 1,02 0,07

римы, поэтому их соотношение необходимо учитывать и при анализе
колебаний изделия в потоке.

Анализ аэроупругого поведения простейшей двухбалочной мо-
дели. Простота двухбалочной задачи допускает ее аналитическую
формулировку. Колебания происходят в одной плоскости в окрестно-
сти некоторого положения статического равновесия. Предварительное
нагружение конструкции силой тяжести и статическими аэродинами-
ческими силами не учитывается, также не учитывается предваритель-
ное растяжение срединной поверхности панелей силами аэродина-
мического трения. Балки произвольно ориентированы на плоскости
(рис. 3). Каждая балка имеет два невесомых участка. В сечениях
стыковки участков расположены сосредоточенные массы, здесь же
приложены упругие связи и аэродинамические силы. Угол накло-

Рис. 3. Простейшая двухбалочная модель
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на верхней балки равен α. Для каждой балки рассматриваются как
изгибные, так и продольные деформации. Поперечные смещения w
перпендикулярны упругой оси балки, продольные смещения u напра-
влены вдоль балки. Нижняя балка моделирует планер ГЛА, верхняя
балка — подфюзеляжный двигатель. Для каждой балки задается своя
скорость обтекания. Поток воздуха направлен вдоль балки. Скорость
газа на верхней балке моделирует внутреннее обтекание двигателя
продуктами сгорания топлива. Известно, что внутри двигателя пара-
метры потока могут существенно изменяться по его длине. В настоя-
щей статье предполагается, что на всех участках двигателя горение и
транспортировка продуктов сгорания протекают при фиксированной
сверхзвуковой скорости движения газа. Цель создания модели — это
выявление аэроупругих эффектов, возникающих в подобной конструк-
ции. Поэтому все жесткости приняты единичными. Таким образом,
рассматриваемая задача аэроупругости ГЛА — это задача о колебаниях
плоской балочной конструкции при комбинированном обтекании.

Балки соединяются сосредоточенными упругими связями по сме-
щению и углу. Для исключения движения модели как жесткого целого
предусмотрены слабые упругие связи с неподвижным основанием (на
рис. 3 не показаны). Сравнительный анализ используемых моделей аэ-
родинамического нагружения в задачах стационарной гиперзвуковой
аэроупругости приведен в обзоре Макнамары и Фридмана [3]. Это
известная “поршневая” модель, модель Ван-Дайка второго порядка,
модель Ньютона, модели, учитывающие трение и скачки уплотнения
в потоке, и др. В обзоре показано, что для малых колебаний обте-
каемой панели [3, см. рис. 19, б] аэродинамическое давление в точке
в задаче аэроупругости можно считать пропорциональным местному
эффективному углу атаки. Коэффициент пропорциональности в об-
щем случае является различным в разных точках конструкции. Задача
его идентификации в настоящей статье не рассматривается.

Вывод уравнения изгиба участка балки для моделирования изгиб-
ной жесткости можно найти, например, в работе [4]. На рис. 4, a пока-
заны левое и правое сечения j-го участка.

В этих сечениях можно рассматривать нормальные прогибы, углы
поворота сечений, перерезывающие силы и изгибающие моменты. Для
этих величин уравнение изгиба участка в матричной форме имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Qлев.j

Qправ.j

Mлев.j

Mправ.j

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

nj11 nj12
nj21 nj22

nj13 nj14
nj23 nj24

nj31 nj32
nj41 nj42

nj33 nj34
nj43 nj44

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎡
⎢⎢⎣

wлев.j

wправ.j

w′лев.j
w′прав.j

⎤
⎥⎥⎦ . (1)

Условия стыковки изгиба участков делятся на геометрические и
силовые. Геометрические условия стыковки (условия неразрывности)

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2010. № 2 51



Рис. 4. К выводу уравнений изгиба (а) и растяжения-сжатия (б) участка балки

имеют вид
yправ.j−1 = yлев.j = yj;

y′прав.j−1 = y
′
лев.j = y

′
j.

(2)

Силовые условия стыковки показывают, что при переходе расчет-
ного сечения внутренние силовые факторы изменяются скачком. Ве-
личина скачка равна перерезывающей силе (изгибающему моменту),
приложенной в данном сечении. В частности, такой силой может быть
сила инерции, реакция упругой связи, сосредоточенная аэродинами-
ческая нагрузка. Силовые условия стыковки имеют вид

Qправ.j−1 +Qлев.j = Qj(t);

Mправ.j−1 +Mлев.j =Mj(t).
(3)

В правой части этих уравнений стоят внешние сосредоточенные
силы, приложенные в расчетных сечениях.

Уравнение растяжения-сжатия участка балки для моделирова-
ния продольной жесткости представлено далее. Вывод иллюстрирует
рис. 4 б, на котором показаны левое и правое сечения j-го участка.

В этих сечениях можно рассматривать продольные смещения и
продольные силы. Для этих величин уравнение растяжения-сжатия
участка в матричной форме имеет вид(

Pлев.j

Pправ.j

)
=

(
kj11 kj12

kj21 kj22

)[
uлев.j

uправ.j

]
. (4)

В результате стыковки участков внутренние силовые факторы ис-
ключаются из рассмотрения, остаются лишь внешние перерезываю-
щие силы, продольные силы и изгибающие моменты.

Реакции упругих связей в расчетных точках (см. рис. 4, б) с учетом
поворота верхней балки на угол α имеют вид

R1 = c1(u4 cosα− y4 sinα− u1);

R2 = c2(y
′
5 − y′2);

R3 = c3(u6 cosα− y6 sinα− y3).

(5)

Суммарные внешние перерезывающие силы, действующие в рас-
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четных точках 1 и 4, имеют вид

Q1 = −m1ÿ1 − a1V1y
′
1 − a1ẏ1;

Q4 = −m4ÿ4 + c1 cosα sinαu4 − c1 sin
2 αy4−

− c1 sinαu1 − a4V2y
′
4 − a4ẏ4.

(6)

Эти суммарные силы учитывают силы инерции, реакции упругих
связей и аэродинамические силы, а также наклон верхней балки.

Суммарные внешние продольные силы, действующие в расчетных
точках 1 и 4, имеют вид

P1 = −m1ü1 + c1 cosαu4 − c1 sinαy4 − c1u1;

P4 = −m4ü4 − c1 cos
2 αu4 + c1 sinα cosαy4 + c1 cosαu1.

(7)

Вектор фазовых координат задачи

Xт =

={w1, w2, w3, w4, w5, w6, w′1, w′2, w′3, w′4, w′5, w′6, u1, u2, u3, u4, u5, u6} (8)

имеет размер 18: первые 6 элементов — нормальные смещения wj ,
вторые 6 элементов — малые углы поворота расчетных сечений w′j ,
оставшиеся 6 элементов — продольные смещения расчетных сечений
балок uj .

Результирующая матрица масс [M] системы диагональна. Ненуле-
вые элементы матрицы масс можно записать как

mi = i;

Mii = mi;

Mi+12,i+12 = mi,

i = 1, . . . , 6.

(9)

Здесь mi (i = 1, . . . , 6) — сосредоточенные массы в расчетных точках.
Результирующая матрица демпфирования также диагональна. Ее

ненулевые элементы имеют вид

Dii = di, i = 1, . . . . (10)

Здесь di (i = 1, . . . , 6) — коэффициенты аэродинамического демпфи-
рования. Конструкционное демпфирование не учитывается.

Матрицу жесткости системы [C], полученную в результате стыков-
ки участков, можно представить состоящей из девяти клеток разме-
ра 6 × 6. Наличие ненулевых элементов во внедиагональных клетках
указывает на аналитическую связь продольных и поперечных соста-
вляющих вектора фазовых координат задачи, а также на несимметрию
матрицы жесткости. Далее приведены наиболее характерные несим-
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метричные элементы матрицы жeсткости системы.

c7,1 = a1V1 +
6EJ1
l31
; c1,7 =

6EJ1
l31
;

c10,4 = a4V2 +
6EJ3
l33
; c4,10 =

6EJ3
l33

.

(11)

Характерные ненулевые симметричные элементы матрицы жесткости
имеют вид

c1,1 =
12EJ1
l31
; c10,5 = −6EJ3

l23
; c13,14 = −EF1

l1
; c13,4 = C1 sinϕ. (12)

Здесь lj (i = 1, . . . , 4) — длины участков балок; V1 — скорость внеш-
него обтекания планера; V2 — скорость внутреннего обтекания пря-
моточного двигателя; α — угол наклона панели; C1, C2, C3 — жест-
кости сосредоточенных упругих связей (из них упругий элемент C2
работает по относительному углу поворота точек крепления, осталь-
ные упругие элементы работают по относительному смещению точек
крепления); EJj (j = 1 . . . 4) — изгибные жесткости участков балок;
EFj (j = 1 . . . 4) — жесткости участков балок при растяжении-сжатии;
aj (j = 1 . . . 4) — коэффициенты аэродинамических нагрузок в задаче
аэроупругости.

Несимметрия матрицы жесткости обусловлена тем, что аэродина-
мические нагрузки совершают работу на нормальном смещении рас-
четного сечения, а зависят от угла его поворота.

Результирующее уравнение динамики имеет вид

[M ]{Ẍ}+ [D]{Ẋ}+ [C(v1, v2)]{X} = 0. (13)

В результате подстановки в него решения

X(t) = Xeλt, (14)

где λ = δ + iw — характеристический показатель, получаем алгебраи-
ческую квадратичную задачу собственных значений с действительной
несимметричной матрицей

(λ2M + λD + C)X = 0. (15)

Отметим, что размерность задачи может быть уменьшена до 12,
так как углы поворота расчетных сечений могут быть исключены из
рассмотрения.

Для вычислений принято: α = 20◦, изгибные и продольные жест-
кости участков балок равны единице; mi = i, i = 1, . . . , 6. Жесткости
пружин C1 = 1Н/м, C2 = 3Н·м/рад, C3 = 2Н/м. Коэффициенты аэро-
динамического демпфирования di = 0,1, i = 1, . . . , 6.

Эволюция собственных значений характеристического показателя
второго и третьего тонов колебаний на комплексной плоскости приве-
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Рис. 5. Эволюция собственных значений характеристического показателя
второго и третьего тонов колебаний на комплексной плоскости

дена на рис. 5, при значениях V1 от Vmin = 29,5 до Vmax = 31,5 с шагом
0,01, и значениях V2 от Vmin = 2,95 до Vmax = 3,15 с шагом 0,001. По-
шаговые изменения скорости обтекания балок задавались синхронно.

Анализ показывает, что сначала при малых скоростях движения
продольные и поперечные колебания модели разделены. На рис. 6
формы колебаний второго и третьего тонов изображены ломаными.
Каждая ломаная имеет 12 точек и 10 сегментов в соответствии с
рассматриваемой размерностью вектора формы колебаний. Для на-
глядности третье звено ломаной пропущено, чтобы отделить изгиб-
ные составляющие колебаний от продольных. Видно, что связанные
продольно-поперечные колебания при малых скоростях потока по вто-
рому тону имеют, главным образом, поперечный характер (рис. 6, а).
Колебания при малых скоростях потока по третьему тону (рис. 6, б)
имеют продольный характер. С ростом интенсивности аэродинами-
ческого нагружения колебания системы становятся связанными. На
рис. 6, в и г показано, что формы колебаний сближаются, они при-
обретают продольно-поперечный характер. Продольная и поперечная
составляющие становятся соизмеримыми. Далее при V1 = 30,78 и
V2 = 3,078 имеет место продольно-поперечный флаттер модели.

На рис. 6 формы изгибных колебаний обозначены сплошной ли-
нией, продольных колебаний — штриховой, цифрами — соответствую-
щие номера узлов.

Особенности влияния аэродинамического нагрева на колеба-
ния ГЛА внутри области динамической устойчивости. При движе-
нии аппарата в гиперзвуковом потоке его конструкция сильно нагре-
вается. При этом происходит снижение жесткости конструкции. Для
обеспечения управляемости аппаратом необходимо установить связь
между изменением жесткости модели и частотами его колебаний в
потоке. Из классической осцилляционной теоремы [5] “О влиянии на
частоты изменений масс и жесткостей системы” следует, что “. . . если
жесткость системы увеличивается, то частоты колебаний системы уве-
личиваются или, по крайней мере, не уменьшаются; если масса систе-
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Рис. 6. Вторая (а, в) и третья (б, г) формы колебаний при v1, v2 = 3,01 (а, б) и
v1, v2 = 3,08 (в, г)

мы увеличивается, то частоты колебаний системы убывают или, по
крайней мере, не возрастают. . . ”. В работах [6, 7] показано, что в
неконсервативных системах (когда матрицы задачи перестают быть
осцилляционными), данная теорема нарушается. Такой параметриче-
ский эффект имеет место в рассматриваемой задаче.

Вариация параметров балочной системы, проведенная для всей
системы, показала, что при увеличении, например, жесткости EF3
верхней балки, вторая частота системы начинает уменьшаться. Было
проведено исследование поведения частоты второго тона колебаний
двухбалочной системы при вариациях жесткости балки и скорости
потока газа. Результаты приведены на рис. 7.

Следует отметить, что все расчетные точки соответствуют положе-
нию системы внутри области динамической устойчивости.

Выводы. 1. В гиперзвуковом потоке продольные и поперечные со-
ставляющие малых колебаний сборных конструкций могут быть со-
измеримыми, формы аэроупругих колебаний приобретают продольно-
поперечный характер, что необходимо учитывать при разработке пер-
спективных ГЛА.
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Рис. 7. Поведение частоты второго тона колебаний балочной системы в
зависимости от EF 3:
1,. . . , 8 — V1 = 1,3 и V2 = 1,8; V1 = 1,2 и V2 = 1,7; V1 = 1,1 и V2 = 1,6; V1 = 1,0 и
V2 = 1,5; V1 = 0,9 и V2 = 1,4; V1 = 0,8 и V2 = 1,3; V1 = 0,7 и V2 = 1,2; V1 = 0,6 и
V2 = 1,1 соответственно

2. Уменьшение жесткости конструкции ГЛА в полете при нагреве
может привести к увеличению частоты колебаний изделия в наруше-
ние общепринятых представлений.
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