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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача о свободных колебаниях орто-
тропной цилиндрической оболочки конечной дли-
ны. Эта задача интенсивно исследовалась в СССР 
во второй половине XX в., но не потеряла своей 
актуальности и в настоящее время, например в ра-
ботах доктора технических наук Гулгазарян Л.Г. 
и др. Основы теории ненасыщаемых численных 
методов кратко изложены в книге члена-корреспон-
дента АН СССР Бабенко К.И. «Основы численного 
анализа». Исследования в вычислительной матема-
тике в этом направлении недостаточно пропаганди-
ровались и за рубежом были практически неизвест-
ны. В настоящее время в странах Запада, например 
в США и Щвейцарии, началось фактическое пере-
открытие этих же вычислительных методов под на-
званием «спектральные методы», а также в виде со-
временных (h–p)-специализаций метода конечных 
элементов, в которых при измельчении сетки одно-
временно увеличивается степень полиномов, ис-
пользуемых для аппроксимации функций внутри 
одного конечного элемента. Приведен современный 
алгоритм без насыщения, выполнены конкретные 
расчеты, которые показывают его высокую эффек-
тивность 
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Введение. Впервые свободные колебания цилиндрической оболочки  
рассмотрены академиком Ониашвили О.Д. [1]. Динамическая задача тео-
рии оболочек сводится к соответствующей статической, если в уравне-
ниях статики в значения компонентов вектора внешней нагрузки входят 
значения компонентов сил инерции. В динамических задачах компо-
ненты внешней нагрузки равны соответствующим компонентам сил 
инерции:  
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Поскольку динамическая жесткость оболочки в направлении средин-
ной поверхности намного больше жесткости в направлении нормали к по-
следней, то тангенциальными составляющими сил инерции обычно пре-
небрегают: 
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Здесь рассмотрены колебания изгибного типа, определяемые нормаль-
ными смещениями w( , ) точек срединной поверхности.  

В таких случаях задача сводится к решению однородных дифферен-
циальных уравнений тонкостенных оболочек. При решении таких урав-
нений произвольные функции (произвольные постоянные, если урав-
нения в частных производных приведены к типу обыкновенных путем 
разделения переменных) следует подчинить граничным условиям. В ре-
зультате получаем систему однородных уравнений. 

Условием существования произвольных функций (произвольных по-
стоянных) является обращение в нуль соответствующего детерминанта. 
Для получения частот свободных колебаний оболочки необходимо рас-
крыть этот детерминант. Если контур оболочки прямоугольный в плане  
и на каждом краю задано четыре произвольных граничных условия,  
то упомянутый детерминант окажется 16-го порядка, т. е. его практически 
невозможно раскрыть. 

К таким сложностям приводит решение однородной граничной задачи 
теории оболочек для общего случая, когда на контуре оболочки заданы 
произвольные граничные условия. Большие сложности возникают даже  
в менее общем случае, когда произвольные граничные условия заданы  
на противоположных краях. Ортотропная оболочка рассмотрена в [2].  

В настоящей работе приведены современный высокоэффективный 
алгоритм без насыщения и конкретные расчеты, подтверждающие высо-
кую эффективность. 

Из работ зарубежных авторов отметим [3–10]. Обзор приведен в [10], 
в [3, 4] изучено вибрационное и затухающее поведение ортотропных ци-
линдрических оболочек с ограниченным вязкоупругим ядром с исполь-
зованием конечного элемента на основе теории дискретных слоев. 
Упрощенная теория оболочек на основе уравнений Доннелла — Мушта-
ри — Власова для изучения вибрационного анализа ортотропных цилин-
дрических оболочек со свободно опертыми концами с использованием 
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замкнутой формы решения предложена в [5]. На основе точного решения 
в [6] рассмотрено неосесимметричное динамическое поведение заглубле-
ных ортотропных цилиндрических оболочек, возбужденных комбина-
цией P-, SV- и SH-волн. Для исследования модальных характеристик 
тонкостенных ортотропных круглых цилиндрических оболочек со сво-
бодно опертыми концами в [7] использована вариационная процедура 
Рэлея — Ритца. Для изучения вибрации и демпфирования ортотропных 
цилиндрических оболочек с ограниченным демпфирующим слоем и при 
соблюдении классических граничных условий в [8] предложен метод  
конечных элементов. Аналитическая процедура и вибрационные реше-
ния замкнутой формы с аналитически определяемыми коэффициентами  
для ортотропных круглых цилиндрических оболочек, подверженных 
классическим граничным условиям, приведены в [9].  

Как правило, в указанных работах решение представлено в виде си-
нуса/косинуса по осевой и окружной координатам с числом волн m и n.  
В настоящей работе решение по окружной координате приведено в виде 
синуса/косинуса, а по осевой — интерполировано многочленом. Произ-
водные от решения получены дифференцированием этих интерполяци-
онных формул. Таким образом, задача сведена к проблеме собственных 
значений для системы обыкновенных дифференциальных уравнений.  

Цель настоящей работы — доказать методом вычислительного экспе-
римента, что для современных численных методов без насыщения эта зада-
ча не является сложной. 

Сравнение с более ранними вычислениями затруднительно по ука-
занной ранее причине. Далее приведено сравнение с результатами рабо-
ты [10]. Совпадение, как и следовало ожидать, плохое. В работах россий-
ских авторов [11, 12] конкретных расчетов не приведено. 

Материалы и методы решения задач, принятые допущения. Рас-
смотрим замкнутую цилиндрическую оболочку (рисунок) длиной ,l  
толщиной h  и радиусом ,R  приведенную следующими уравнениями: 
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Здесь ijB  — коэффициенты упругости; 1 2,u u  и 3u  — проекции вектора 
смещений соответственно в направлениях ,  и нормали к поверхности 
оболочки; R  — радиус направляющей окружности срединной по-
верхности;  — угловая частота собственных колебаний;  — плотность 
материала; 4 2 /12h  [13]; 
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Ортотропная цилиндрическая оболочка 

Введем безразмерные переменные:  

 
2 1 2 32

11
ˆˆˆ; ; ; ; ; ; .h u u uR h u v w

B R R R R R R
  

Далее знак ^ над безразмерными величинами опускаем, в (3)–(6) по-
лагаем: 
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 ( ) cos ; ( ) sin ; ( ) cos .u U n v V n w W n   (7)  

В результате при 0n  получаем  
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К уравнениям (8) необходимо добавить граничные условия. Обозна-
чим / ,b l R тогда условия защемления по торцам оболочки можно за-
писать так: 

 
(0) ( ) 0; (0) ( ) 0;
(0) ( ) 0, (0) ( ) 0.

U U b V V b
W W b W W b   (9) 

Матрицы численного дифференцирования. В численных алгорит-
мах без насыщения решение интерполируется многочленом. Матрицы 
численного дифференцирования получаем, дифференцируя интерполя-
ционные формулы.  

Для дискретизации уравнений (8) применяем интерполяцию много-
членами. Полагаем, что 

 
1

( ) ( ) , ( ), 1, 2, ..., ,
M

j j j j
j

u x l x u u u x j M   (10) 

где ( ), ( )j j i ijl x l x  — фундаментальные функции интерполяции, удо-
влетворяющие рассматриваемым краевым условиям; jx  — узлы интер-
поляции по ;x  M  — число узлов. Отметим, что с целью минимизировать 
константы Лебега интерполяции применяется неравномерная сетка по x  
[14]. Дискретизация многочленами по пространственной переменной ре-
агирует на гладкость отыскиваемого решения и ее точность тем выше, 
чем большим условиям гладкости удовлетворяет отыскиваемое решение 
(по x ). Априори эту гладкость знать не нужно, поскольку метод сам 
настроится на нее  [14, с. 235]. Такие численные методы Бабенко К.И.  
предложил  называть  численными  алгоритмами без насыщения [15]. 
Последний  обзор по  численным алгоритмам  без  насыщения  опубли-
кован в [16]. 

Дифференцируя интерполяционную формулу (10) p   раз по ,x  полу-
чаем 

( )( )

1
( ) ( ) , ( ), 1, 2, ..., ,

M pp j j jj
j

u x l x u u u x j M   
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тогда  
( ) ( ) ( )( )

1
( ) , ( ), 1, 2, ..., .

M p p pp i j iij ij j
j

u x D u D l x i M  

Погрешность численного дифференцирования аналитически иссле-
дована в [16, 17], эта задача некорректная. Автором выполнено экспери-
ментальное исследование формулы численного дифференцирования  
на бесконечно дифференцируемых функциях. Получено, что для p  = 1, 2, 
3, 4 и M  ≤ 50 точность численного дифференцирования приемлемая. 
Отметим, что для рассматриваемой задачи число узлов достаточно выби-
рать не более 40. 

Дискретизация уравнений (8) выполняется заменой производных  
от  u  и  w  матрицами  численного  дифференцирования [18]. 

Результаты численных расчетов. Методические расчеты проводились 
для задачи на собственные значения (8), (9) при b  = 2,   = 2,4  ∙ 103 кг/м3, 

1E  = 6,37 ∙ 1010 Н/м2, 2E  = 1,47 ∙ 1010 Н/м2, G  = 4,9 ∙ 109, 1v  = 0,26, 2v = 0,06.  
На сетке по  из пяти узлов ( M  = 5) получены следующие собственные 
значения , 1, 2, 3 :i i  0,4975, 0,66 и 0,96. На сетке из 10 узлов получе-
ны близкие собственные значения: 0,4974054164, 0,63141693 и 0,9829 (удер-
жаны знаки, совпавшие с расчетами на 20 узлах). Таким образом, первое 
собственное значение (основной тон) определено на пяти узлах с четырьмя 
знаками после запятой. Подробно расчеты приведены далее. 

Методические расчеты. При M  = 20 NT  = 40, BL  = 2,00000000000000 
запишем следующие собственные значения (приведены знаки, совпавшие  
с результатом расчета M  = 10 NT  = 20): 1) 0,4974054165; 2) 0,63141697;  
3) 0,98290; 4) 0,151; 5) 2,20; 6) 3,0. 

Результаты сравнения полученных значений с данными из  [10] при 
L = 5 м,  h  = 0,01 м, R  = 1 м, 1E = 120 ГПа,  2E = 10 ГПа, xyG  = 5,5 ГПа, 

1, 2  = 0,27,  = 1700 кг/м3, M  = 20 NT  = 40, BL  = 5,00000000000000  
приведены в таблице. 

Результаты сравнения полученных значений с данными из [10] 

Методы расчета собственных значений 
дискретной задачи 

Узел 
1 2 3 4 5 

Метод конечных элементов [10] 122,78 76,546 53,003 41,672 39,719 
Методы, приведенные в [10] 122,75 76,464 52,869 41,486 39,423 
Ошибка, % 0,024 0,107 0,251 0,445 0,743 
Предлагаемый алгоритм без насыщения 117,98 70,257 52,201 44,175 36,813 
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Заключение. Рассмотрены свободные колебания ортотропной цилин-
дрической оболочки конечной длины. Приведен современный алгоритм  
без насыщения [18]. Отмечено, что исследования в вычислительной матема-
тике в этом направлении за рубежом практически неизвестны. Только  
в настоящее время начались независимые исследования этих вычислитель-
ных методов за рубежом под названием «спектральные методы» [19], а так-
же в виде современных (h–p)-специализаций метода конечных элементов 
[20–22], в которых при измельчении сетки (при h  0) одновременно уве-
личивается степень полиномов, используемых при аппроксимации функ-
ций внутри одного конечного элемента. Остается лишь сожалеть, что к это-
му моменту работы Бабенко К.И. и его учеников оказались практически за-
быты. Из вычислительных экспериментов получено, что на сетках из M = 5, 
10, 20 узлов (собственные значения дискретной задачи действительны и по-
ложительны) наблюдается сходимость алгоритма. Далее выполнены кон-
кретные расчеты первого собственного значения (основного тона) на пяти 
узлах с четырьмя знаками после запятой. Проведено сравнение результатов 
численного анализа с данными работы [10]. 
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FREE OSCILLATIONS OF THE ORTHOTROPIC  
CYLINDRICAL SHELL 
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Abstract Keywords 
The paper considers the problem of free oscillations 
of the orthotropic cylindrical shell of a finite length. 
This problem was intensively studied in USSR in the 
second half of the 20th century, but it did not lose its 
relevance now, for example, works of Dr. Sc. (Eng.) 
L.G. Gulgazaryan and others should be mentioned. 
The Corresponding Member of the Academy of Sci-
ences of the USSR Babenko K.I. presented briefly 
fundamentals of the theory of non-saturable numeri-
cal methods in his books. Research in computational 
mathematics in this area was not sufficiently promot-
ed, and the results remain still practically unknown 
abroad. At present, actual rediscovery of the those 
computational methods was started in the West un-
der the “spectral methods” name, as well as in the 
form of the modern (h–p)-specializations of the finite 
element method, where the grid was being refined 
(i.e., for h → 0) simultaneously increasing the degree 
of polynomials used in approximation of functions 
within one finite element. Modern algorithm without 
saturation is presented, and specific calculations are 
considered showing its high efficiency 

Cylindrical shell, free oscilla-
tions, eigenvalue problems,  
numerical algorithm without 
saturation 
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