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Интегральные кривые теории ползучести можно интерпретировать
как случайные функции с соответствующими свойствами. Причина
привлечения теории вероятностей к изучению ползучести заключает-
ся в неопределенности свойств материала из-за дисперсии экспери-
ментальных данных. Связать детерминированную и стохастическую
постановки задачи можно, используя эргодическую теорему, которая
позволяет дать оценку статистической устойчивости решений краевых
задач.

Эргодическая теорема допускает стационарность случайного про-
цесса в формулировке [1]: если непрерывный процесс ξ(t) (t — время)
имеет конечное математическое ожидание, то с вероятностью, равной
единице, существует предел (T — время)

lim
T→∞

1

T

T∫
0

ξ(t)dt. (1)

В частности, теорема может применяться для уравнения состояния
[2]

ε̇ =
σ̇

E
+Bσn,

где ε — деформация; σ — напряжение; E и n — постоянные; B = B(t)
— функция; точка обозначает производную по времени.

При ε̇ = 0 в случае n > 1 получаем

σ = σ(0)
[
1 + (n− 1)EΩσ(0)n−1]− 1

n−1 , (2)

где σ(0) = σ при t = 0, а

Ω =

∫
B dt.

Для такого материала при определенной температуре может быть
введено безразмерное время

ω = (n− 1)Eσ(0)n−1Ω.
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Тогда
σ = σ(0)Δ, Δ = (1 + ω)−

1
n−1 .

Площадь под кривой релаксации можно записать как

F∗ =

ω∫
0

σ(0) (1 + ω)−
1
n−1 dω = σ(0)

n− 1
n− 2

[
(1 + ω)

n−2
n−1 − 1

]
.

Отметим, что F∗ → ∞ при n > 2. Предел вычисляем следующим
образом:

lim
ω→∞

1

ω

ω∫
0

σ(t)dt = lim
ω→∞

[
1

ω
σ(0)

n− 1
n− 2 (1 + ω)

n−2
n−1 − 1

ω
σ(0)

n− 1
n− 2

]
=

= σ(0)
n− 1
n− 2 limω→∞

1

ω
(1 + ω)

n−2
n−1 ,

при n < 2

σ(0)
n− 1
n− 2 limω→∞

1

ω

1

(1 + ω)
2−n
n−1

= 0.

Таким образом, эргодическая теорема доказывается в ограничен-
ном интервале изменения показателя ползучести: 1 < n < 2.

В случае если n < 1, решение уравнения ползучести меняется, а
именно:

σ = σ(0)

[
1− E (1− n) Ω

σ(0)1−n

] 1
1−n

(3)

или
σ = σ(0)Δ, Δ = (1− ω)

1
1−n .

Релаксация у такого материала осуществляется за конечное время:

E (1− n) Ω∗
σ(0)1−n

= 1,

т.е. ω∗ = 1.
Площадь под такой кривой релаксации определяют из выражения

F∗ =

ω∫
0

σ(0)Δdω = σ(0)
1− n

2− n

[
1− (1− ω)

2−n
1−n

]
.

В эргодической теореме T = ω∗ = 1 и конечный предел (1) можно
заменить на среднее:

1∫
0

Δdω =
F∗
σ(0)

=
1− n

2− n
.
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Следовательно, процесс (3) характеризуется как стационарный за
конечное время при любом n < 1.

Бесконечный процесс релаксации (если n > 1) имеет математиче-
ское ожидание

MΔ =

ω∫
0

ωΔdω =

ω∫
0

ω (1 + ω)−
1
n−1 dω =

= (n− 1)
[

1

2n− 3(1 + ω)
2n−3
n−1 − 1

n− 2 (1 + ω)
n−2
n−1 +

n− 1
(2n− 3) (n− 2)

]
.

В свою очередь, математическое ожидание приводит к дроблению

показателя ползучести. Конечное значениеMΔ =
(n− 1)2

(2n− 3) (n− 2) су-
ществует при ограничении 1 < n < 3/2, следовательно, в достаточно
узком диапазоне.

Дисперсию для оператора (2) можно записать следующим образом:

DΔ =

ω∫
0

[
ω − (n− 1)2

(2n− 3) (n− 2)

]2
Δdω =

= J∗ − 2 (n− 1)2
(2n− 3) (n− 2)S∗ +

(n− 1)4
(2n− 3)2 (n− 2)2

F∗
σ(0)

,

J∗=
∫

ω2 (1 + ω)−
1
n−1 dω; S∗=

∫
ω (1 + ω)−

1
n−1 dω; F∗/σ(0)=

∫
Δdω,

где J∗ — момент инерции площади под кривой относительно оси орди-
нат; S∗ — статический момент; F∗/σ(0) — определенная ранее площадь
под кривой.

Таким образом, определение моментов различных порядков приво-
дит к новым геометрическим характеристикам интегральных кривых
теории ползучести.

Если 1 < n < 3/2 (ω →∞), то
F∗/σ(0) =

n− 1
2− n

;

S∗ =MΔ =
(n− 1)2

(2n− 3) (n− 2) ,
а также при любом значении ω имеем

J∗ = −2 (n− 1)2 1

(3n− 4) (2n− 3) .
Приведенная формула для J∗ позволяет сделать вывод о нали-

чии особых точек в области определения решения (n > 1). Дисперсия
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Δ-оператора существует при n < 4/3; математическое ожидание при
n < 3/2; площадь под кривой релаксации существует при n < 2, а
эргодическая теорема — в интервале (1, 2).
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