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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИЙ
ФОРМЫ И МАТРИЦЫ ЖЕСТКОСТИ
КОЛЬЦЕВОГО КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА
В МЕТОДЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Рассмотрен без ограничения общности элемент кругового кольца в
виде четверти окружности. Для аналитического построения функ-
ций формы параметров напряженно-деформированного состояния,
исключающих проблемы отсутствия учета смещения как жестко-
го целого, совместно используются методы сил и перемещений,
позволяющие при построении матрицы жесткости элемента ис-
ключить дифференциальные уравнения, а при построении функций
форм перемещений ограничиться простейшим уравнением упругой
линии, допускающим несложный вывод функции Грина. Граничные
элементы могут быть рассмотрены по аналогичным соотноше-
ниям.

Постановка задачи. Функции формы конечного элемента (КЭ) и
соответствующие им матрицы жесткости, могут быть построены как
точно [1, 2], так и приближенно в рамках интерполяционного подхо-
да [3]. В последнем случае возникает риск отсутствия учета смеще-
ния элемента как жесткого целого. Необходимость интерполяционно-
го подхода, несмотря на возможные риски, вызвана тем, что область
применимости точного построения функций формы ограничена воз-
можностью построения аналитических форм общего решения систем
дифференциальных уравнений. При использовании численных мето-
дов расчета последнее ограничение снимается и единственной обла-
стью рационального применения интерполяционного варианта метода
конечных элементов (МКЭ) являются многомерные задачи: прямые
методы решения задач динамики без использования аппроксимации,
например метода Фурье, и многомерные задачи статики [4]. Но это
вынуждает все расчеты проводить менее эффективно, чем при ис-
пользовании функций формы [2], и только в дискретной форме.

Хотя с точки зрения трудоемкости расчетов определенным ком-
промиссом является привлечение аппарата решетчатых функций [5],
что позволяет оставить форму расчета дискретной, но преимущества
аналитических методов расчета будут использованы не в полной мере.

Для кольцевых КЭ при аналитическом построении функций формы
(в отличие от данных работы [2]) не используем известное дифферен-
циальное уравнение шестого порядка, а привлекаем подход сопроти-
вления материалов. Последнее в методическом плане особенно важно
для строительной механики, так как метод перемещений, являющийся
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Рис. 1. Расчетные схемы построения функций формы при неподвижном (а) и
подвижном (б, в, г) узлах рамы

антиподом методу сил и предтечей МКЭ, удается применить и для
криволинейных элементов рам. Далее на примере плоского кольцево-
го КЭ с углом раствора 90◦ приведена методика построения функций
формы и матрицы жесткости такого элемента конструкции, в кото-
ром пренебрегается влиянием продольных и перерезывающих сил на
состояние элемента в допустимых случаях.

Расчет матрицы податливости КЭ δ и векторов ~X i амплитуд
функций формы в методе сил. Рассматриваемый КЭ имеет три сте-
пени свободы в узле. Для построения функций формы и матрицы
жесткости элемента (МЖЭ) методами сопротивления материалов ис-
пользуем для каждого, например нижнего левого, узла рам (тип 1) с
неподвижными узлами одну (рис. 1, а), а для рам (тип 2) с подвижными
узлами три (рис. 1, б–г) расчетные схемы.

Их использование позволяет для расчета функций формы и МЖЭ
даже для рам типа 2 ограничиться (аналогично [1]) тремя элементар-
ными единичными эпюрами изгибающих моментов (рис. 2).

Эти единичные эпюры позволяют построить матрицу податливо-
сти КЭ δ методами сопротивления материалов. С использованием мне-
моники элемент δij матрицы податливости δ определяется как

δij = эM
(i)
z ∗ эM

(j)
z ,

а сама матрица имеет вид

Рис. 2. Единичные эпюры изгибающих моментов при подвижном узле рамы
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В работе [1] показан способ получения из матрицы податливости
блоков матрицы жесткости при произвольном угле раствора кольце-
вого элемента, применимый к расчету конструкций по МКЭ. В строи-
тельной механике не всегда необходимо пользоваться МКЭ, например
при анализе состояния элементов кроме МКЭ необходимо и постро-
ение функций формы, поэтому откажемся от упомянутого способа
использования матрицы податливости. Для формирования функций
формы и МЖЭ с использованием матрицы δ введем сообразно числу
степеней свободы в узле три вектора ~Bi и три матрицы Пi выборки
функций формы:

~B1 =




1
0
0



 ; ~B2 =




0
1
0



 ; ~B3 =




0
0
1



 ;

П1 =




0 0
1 0
0 1



 ; П2 =




1 0
0 0
0 1



 ; П3 =




1 0
0 1
0 0



 .

Тогда векторы неединичных узловых амплитуд функций формы
внутренних силовых факторов метода сил ~Yi определяются решением
трех систем линейных алгебраических уравнений:

П т
i δПi~Yi = −П

т
i δ
~Bi; i ∈ [1, 3] , (1)

описывающих символьное обращение матрицы податливости относи-
тельно единичных узловых неизвестных Xii = 1.

Решение систем (1) позволяет сформировать три вектора узловых
амплитуд функций формы в методе сил для одного из краев элемента:

~XT1 =

[

1;
2π2 − 4π − 8
3π2 − 8π − 4

∙
1

R
;
−8π + 24
3π2 − 8π − 4

∙
1

R

]

;

~XT2 =

[
π2 − 2π − 4
π2 − 8

∙R; 1;
−2π + 8
π2 − 8

∙R

]

;

~XT3 =

[
−4π + 12
π2 − 8

∙R;
−2π + 8
π2 − 8

∙R; 1

]

.
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Рис. 3. Расчетные схемы метода сил

Аналогичный вид имеют и еще три вектора узловых амплитуд
функций формы для другого края.

Каждый из упомянутых векторов определяет решение трех задач,
формально не имеющих прямого отношения к методу перемещений,
но строго соответствующих решению методом сил задач для расчет-
ных схем, приведенных на рис. 3.

Они позволяют построить и сами функции формы внутренних си-
ловых факторов для расчетных схем (см. рис. 3). Поскольку эти функ-
ции характерны только для метода сил, откажемся от их анализа и
иллюстрации, ограничившись узловой амплитудой функций. Тогда,
хотя для криволинейных элементов в общем случае не избежать при-
менения ЭВМ, для плоских кольцевых элементов при расчете МЖЭ
удается вообще обойтись без привлечения каких-либо дифференци-
альных уравнений и обращений матрицы податливости, а для постро-
ения функций формы достаточно привлечь простейшее уравнение.

Для реализации такой возможности предлагается использование
метода сил с решенными ранее типовыми задачами как встроенной
процедуры метода перемещений.

Расчет МЖЭ и функций формы моментов метода перемеще-
ний. Рассмотрим в качестве примера расчет единичных функций изги-
бающих моментов внутренних узлов конструкции и узловых значений
продольных и поперечных сил. Такая постановка допустима для длин-
ных стержней, влиянием продольных и поперечных сил на смещения
которых можно пренебречь. В то же время она не препятствует со-
ставлению условий равновесия узлов рам как в виде суммы моментов
(рама типа 1), так и в виде суммы сил (рама типа 2).

Для кольцевого элемента в виде четверти кольца расчетная схема
внутреннего элемента конструкции в методе перемещений приведена
на рис. 4.

Согласно методу перемещений для представленного элемента мо-
гут быть построены шесть единичных функций изгибающих момен-
тов: две соответствуют единичным поворотам узлов А и В , четыре —
единичным смещениям этих узлов в вертикальном и горизонтальном
направлениях.
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Рис. 4. Расчетная схема
внутреннего элемента кон-
струкции в методе переме-
щений

Рис. 5. Pасчетная схема
внутреннего элемента кон-
струкции в методе сил

Рассмотрим матрицы податливости КЭ δ и векторов ~Xi амплитуд
функций формы в методе сил для расчета одной из единичных функ-
ций изгибающих моментов в методе перемещений, например функции,
соответствующей единичному повороту узла А. Отказавшись при этом
на время от методологии метода перемещений и соответствующего
задания величины ϕА = 1, составим расчетную схему метода сил,
адекватную схеме, приведенной на рис. 5. Тогда получаем расчетную
схему, уже представленную на рис. 3, а. В этой схеме внешняя нагруз-
ка задается узловой, согласно методу перемещений, но единичной,
согласно методу сил. Используя для расчетной схемы (см. рис. 3, а)
соответствующий вектор ~Y1 амплитуд формы метода сил, получаем
функцию суммарных изгибающих моментов в элементе с расчетной
схемой:

M
(Σ)
z,i (ϕ) =

3∑

j=1

M (j)
z (ϕ)Xi,j, i = 1. (2)

Отметим, что для функции (2) пока нет необходимости ее анализа
и построения, так как она получена для расчетной схемы метода сил,
а не перемещений. Используя эту функцию, найдем элемент матрицы
жесткости кольцевого элемента, соответствующий узлу А. Для рас-
чета, например, единичной функции моментов метода перемещений,
кроме функции (2), используем функцию M

(i)
z (ϕ). Для рассматривае-

мого примера эти две функции позволяют найти угол поворота узла
А от единичного момента в этом же узле, т.е. податливость узла А
при действии единичного момента в этом узле. Применяя мнемонику,
запишем

δ
(i)
A = эM

(Σ)
z,i (ϕ) ∗ эM

(i)
z (ϕ).

Учитывая условие метода перемещений δ
(i)
A = 1, получаем Kii =

=
1

δ
(i)
A

.
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Рис. 6. Реакции жесткого узла
при единичном повороте

Рис. 7. Функция моментов при единичном
повороте жесткого узла

Полученное значение является не только коэффициентом матрицы
жесткости, но и коэффициентом приведения вектора амплитуд функ-
ций формы в методе сил к методу перемещений. С его использовани-
ем получаем векторы ~Yi амплитуд функций форм внутренних силовых
факторов в методе перемещений для узла А:

~Yi = Kii ~Xi; i ∈ [1, 3] . (3)

При вычислениях с точностью до трех значащих цифр получаем
для иллюстрируемого случая расчетную схему (рис. 6), эквивалентную
схеме, приведенной на рис. 5.

Отметим, что эта схема используется, во-первых, в расчетах на
прочность колец малой кривизны и расчетах функций формы переме-
щений КЭ для построения единичной эпюры изгибающих моментов
метода перемещений и, во-вторых, для расчета значений коэффициен-
тов Кij МЖЭ. Одна из шести возможных функций моментов, а именно

Mz,1(ϕ) =
EIz

R
(14,944− 9,485 cosϕ− 12,988 sinϕ), (4)

представленная на рис. 7, имеет экстремум при ϕext = arctg 1,369 и

Mz(ϕext) = −1,145
EIz

R
, а первая строка МЖЭ имеет значения

Kт
1,i = {5,459;−9,485; 12,988; 1,955;−12,988; 9,485} . (5)

Аналогично могут быть получены остальные пять функций момен-
тов и строк МЖЭ. Оставшиеся 12 функций поперечных и продольных
сил формируются последовательным символьным дифференцирова-
нием шести функций моментов, доставляющим и этим функциям стро-
го аналитическую форму записи. В итоге, используя не числовую (4), а
функциональную форму представления матрицы жесткости, получаем
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В работе приведены 18 функций обобщенных усилий, значения ко-
торых при φ = 0 и φ = π/2 позволяют рассчитать числовые значения
всех компонент МЖЭ (5), только одна — в соотношении (3) , а гра-
фики этих 18 функций не приведены. Они в целом типовые и легко
получаются по описанному алгоритму.

Отметим, что для рам типа 1 нет необходимости расчета всех ше-
сти функций моментов в отличие от подхода МКЭ, а МЖЭ — всего
второго порядка. Отметим также, что даже для рам этого типа для
граничных элементов конструкции, кроме расчетной схемы, предста-
вленной на рис. 5, должны быть рассмотрены и иные, например, такие
как на рис. 8, т.е. необходимо табулирование функций форм изгиба-
ющих моментов и перемещений типовых внутренних и граничных
элементов конструкций, как это сделано для прямолинейных элемен-
тов рам.

Расчет функций формы перемещений метода перемещений.
Обычно в точных расчетах функций форм перемещений деформируе-
мых элементов конструкций при единичных обобщенных смещениях
их границ и МЖЭ этих элементов в локальной системе координат ис-
пользуется однородное дифференциальное уравнение, описывающее
напряженно-деформированное состояние элементов, превращенных в
изолированные, согласно методу перемещений. Такой подход удобен
только для прямых элементов конструкций. Отметим нерациональ-
ность использования простейшего уравнения упругой линии в неко-
торых курсах строительной механики: для прямого конечного элемен-
та уравнение четвертого порядка, описывающее его состояние, более

Рис. 8. Расчетные схемы для граничных элементов конструкции
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универсально и проще в использовании при получении как функций
формы, так и МЖЭ. Это обусловлено полиномиальной формой всех
компонентов решения дифференциального уравнения и сравнитель-
но низким порядком уравнения. Для кольцевых элементов ситуация
обратная, так как полиномиально-тригонометрическая форма компо-
нентов решения дифференциального уравнения шестого порядка при-
водит к необходимости многократного решения систем линейных ал-
гебраических уравнений такого же порядка. Аналогичная ситуация
возникает и при использовании функции Грина. Поэтому откажемся от
использования в расчетах функций форм перемещений полного урав-
нения, описывающего состояние кольцевого элемента, и рассмотрим
только дифференциальное уравнение, следующее из геометрических
и физических соотношений:

d3V

dϕ3
+
dV

dϕ
= −

R2

EIz
Mz(ϕ).

Для этого уравнения функция Грина, позволяющая конкретизиро-
вать вид интеграла Дюамеля, имеет вид

Г (ϕ, ξ) = 1− cos(ϕ− ξ),

а общее решение уравнения (5) представляется в форме

V (ϕ) = c1 + c2 sinϕ+ c3 cosϕ−
R2

EIz

ϕ∫

0

Mz(ξ)Г (ϕ, ξ)dξ. (6)

Оно может быть использовано для расчета любой из трех функций
форм перемещений конечного кольцевого элемента при соответству-
ющих начальных условиях:

V (π/2) = 0; V ′(π/2) = 0; V ′′(π/2) + V (π/2) = 0.

Например, для первой из функций формы, необходимой в расчетах
рам обоих типов на жесткость, получаем c1 = R; c2 = 0; c3 = −R, а
функцию формы получаем в виде

V (ϕ) = R(1− cosϕ)−
R2

EIz

ϕ∫

0

Mz(ξ)Г (ϕ, ξ)dξ.

Аналитический вид функции (6) достаточно громоздок, но для ее
иллюстрации можно использовать любой аналитико-графический по-
строитель, например Mathcad-12. Отметим также, что предлагаемый
подход не только позволяет получать функции формы перемещений
кольцевого КЭ в аналитическом виде, но и оказывается вне конкурен-
ции по сравнению с методикой, использующей стандартное диффе-
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ренциальное уравнение состояния кругового кольца [6]

d6V

dϕ6
+ 2

d4V

dϕ4
+
d2V

dϕ2
= f1(ϕ),

так как позволяет как при расчете МЖЭ, так и при расчете всех функ-
ций формы состояния КЭ избежать многократного численного реше-
ния систем линейных алгебраических уравнений шестого порядка, не
говоря уже о трудностях построения функций Грина.

Хотя авторы считают основным назначением настоящей работы
изложение методики комплексного использования возможностей ме-
тодов сил и перемещений для получения аналитических форм расчета
МЖЭ на конкретном примере, расширенное представление методи-
ки, безусловно, включает в себя и возможности численных расчетов.
Поэтому частично приведем некоторые решения, выполненные по из-
ложенной методике. Для этого были выбраны задачи, представленные
в главе 11 справочника [6]. В качестве контрольного решения специ-
ально было использовано общеизвестное решение задачи для второго
семестра курса сопротивления материалов. Поэтому далее приведе-
ны основные результаты решения одной из таких задач на примере
полукольца, закрепленного жестким защемлением на левом конце и
неподвижным шарниром на правом конце и нагруженного вертикаль-
ной силой Р посредине полукольца.

На фоне эталонного решения, точного в классе общеизвестных
допущений теории колец, были дополнительно проведены расчеты
упомянутой задачи программным комплексом ANSYS. При расчете
для примера было использовано 2, 10 и 40 КЭ с равным числом КЭ
по каждой из четвертей полукольца. При использовании методики во-
прос о числе КЭ вообще бессмысленен, так как матрица жесткости
является абсолютно точной в классе аналитических функций, поэто-
му скорее уместно говорить в обычном стиле МКЭ об использовании
метода суперэлементов. В отличие от комплекса ANSYS для контро-
ля возможностей изложенной в работе методики ситуация была ис-
кусственно смоделирована уменьшением числа знаков представления
аналитической формы МЖЭ. Такая ситуация, например, может быть
и реальной, если для ЭВМ типа ЕС или ICL не использовать в расче-
тах двойной точности представления чисел. Минимально достаточное
число суперэлементов при решении представляемой задачи по мето-
дике, изложенной в настоящей работе, равно двум. Для сопоставления
с результатами расчетов, выполненных с помощью комплекса ANSYS,
общее число точек дискретизации расчета МЖЭ и их разделение по
суперэлементам для аналитической ее формы, предлагаемой в работе,
было взято таким же, как и при расчетах с использованием ANSYS.

На рис. 9, а показана копия функции формы изгибающего момента,
получаемая с помощью комплекса ANSYS для элемента Pipe-18.
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Рис. 9. Экранная копия функции формы (а) и результатов расчета (б) изгибаю-
щего момента для элемента Pipe-18 комплексом ANSYS при двух (а) и десяти
(б) КЭ

Очевидно, что она не имеет никакого отношения к истине. Для
сравнения отметим, что методика настоящей работы дает результаты
той же точности, что и эталонное решение методами сопротивления
материалов, т.е. с точностью машинного нуля в погрешности расчета.
Таким образом, использование предлагаемой в работе методики пре-
вращает численный для комплекса ANSYS расчет в иллюстрационный
аналитический расчет. Поэтому все последующее вынужденное увели-
чение числа КЭ при расчетах с помощью комплекса ANSYS не только
приводит к риску появления вычислительных сложно контролируемых
ошибок расчета, но просто и экономически нецелесообразно из-за рез-
кого и неоправданного увеличения трудоемкости решения.

На рис. 10 показаны функции изгибающих моментов для десяти
КЭ; здесь по оси абсцисс отложены номера КЭ. Отметим, что кривые
практически совпадают и судить об их совместном существовании
можно только при цветном представлении кривых. Поэтому авторы
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Рис. 10. Огибающая функции изгибающих моментов для десяти КЭ

оставили за собой право представить анализ погрешностей и не ин-
тегральный, сглаженный расчет их, а расчет по одной из наиболее
жестких норм погрешности — чебышевской.

На рис. 9, б приведена копия результатов с экрана дисплея, выда-
ваемых комплексом ANSYS для десяти КЭ.

На рис. 11, а, также копирующем результаты расчетов с экрана дис-
плея, сопоставлены результаты расчетов моментов по методике, при-
веденной в настоящей работе (матрица А2), и с помощью комплекса
ANSYS (матрица А3) при точности сравнения в три знака. Действи-
тельно, различия почти нет.

В то же время анализ этих же результатов при семи знаках пред-
ставления говорит о совершенно другом (рис. 11, б). Здесь матрица

Рис. 11. Сравнение функций изгибающих моментов при описании их с точно-
стью трех (а) и семи (б) десятичных знаков по предлагаемой методике и с
помощью комплекса ANSYS
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Рис. 12. Сглаженное развитие погрешностей расчета с использованием ком-
плекса ANSYS (кривые 2) и предлагаемй методики (кривые 1) для десяти (а) и
сорока (б) КЭ

А1 соответствует решению задачи методом сопротивления материа-
лов (эталонному), а матрица А2 получена по предлагаемой методике
согласно приведенным искусственным ограничениям.

На рис. 12, а показано (сглаженное для иллюстративности) разви-
тие погрешностей согласно рис. 11, б при использовании чебышевской
нормы. На этом и последующих рисунках кривая 1 соответствует ре-
зультатам, полученным по методике, приведенной в данной работе, в
условиях искусственного ограничения точности представления истин-
ных результатов, а кривая 2 соответствует расчетам, выполненным с
помощью комплекса ANSYS.

Казалось бы, погрешность расчета по методике настоящей работы
равна нулю. Конечно, в условиях искусственного ограничения точно-
сти это не так. Графики (см. рис. 12, а) показывают лишь наглядно,
что при десяти КЭ комплекс ANSYS на несколько порядков увеличи-
вает погрешность расчета. Безусловно, в приведенном примере дана
модельная ситуация, но именно она и возможна при проведении рас-
четов сложных конструкций, где нет эталонной базы расчетов, а ма-
лые погрешности расчета приводят подобно неправильно заданным
начальным значениям к непредсказуемым эффектам и результатам.
Поэтому на рис. 13 показано развитие погрешностей (см. рис. 12, а)
только для расчета, выполненного по методике, предлагаемой в насто-
ящей работе.
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Рис. 13. Сглаженное развитие погрешностей расчета по предлагаемой методике

Наиболее интересными, по мнению авторов, являются сравнения
результатов расчетов при сорока КЭ, представленные на рис. 12, б с
теми же номерами кривых.

Они, с одной стороны, прекрасно подтверждают, что к мнению
классиков, в данном случае методологии КЭ [7, с. 38], необходимо при-
слушиваться при анализе результатов расчетов: “Действительный ми-
нимум энергии никогда не может быть достигнут ни при каком числе
разбиений, так как задание (выделено нами. – Авт.) функций формы
ограничивает число степеней свободы системы. Чтобы гарантировать
сходимость процесса к точному решению, необходимо удовлетворить
некоторым простым требованиям”. С другой стороны, выявленный
эффект подтверждает и мнение специалистов, использующих более
высокие технологии вычислений, чем конечно-элементные [7]; хотя
формально при увеличении числа точек решения задач Коши разница
с аналитическим решением должна стремиться к нулю, фактически
этого не происходит и существует для каждой конкретной задачи свой
оптимальный шаг дискретизации задачи.

Заключение. Задачи о построении функций формы метода пере-
мещений и МЖЭ рассматривались во многих работах. Результаты на-
стоящей работы показывают, что для плоского кольцевого КЭ совмест-
ное использование методов сил и перемещений позволяет построить
аналитические формы расчета, допускающие расчеты на уровне ма-
шинного нуля. Полученные количественные оценки свидетельствуют
о дополнительных возможностях использования аналитических мето-
дов расчета при разделении системы дифференциальных уравнений
на составляющие меньшей размерности за счет отделения уравнений
равновесия или их части от уравнений геометрических и физических
при описании состояния КЭ.

Увеличение числа КЭ в распределении локальных погрешностей
расчетов кардинально ничего не изменяет, так как не изменяются их
причины: при использовании МКЭ в комплексе ANSYS (иные не те-
стировались) по-прежнему при расчете характеристик элемента ис-
пользуется интерполяция перемещений в терминах работы [3], а при
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аналитическом расчете МЖЭ число знаков представления, специально
заниженное и фиксированное, также не изменяется.

В итоге использование аналитического расчета МЖЭ позволяет,
подобно известным работам В.Е. Поповича в области вычислитель-
ной математики, выполнять расчеты с погрешностью на уровне ма-
шинного нуля. Стандартная же интерполяционная версия МКЭ дает
погрешность, в принципе даже не приближающуюся к машинному
нулю и сохраняет неустранимые погрешности, зависящие от спосо-
ба интерполяции функций обобщенных перемещений, их степени и
иных, более важных причин, но не от числа конечных элементов.
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