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ВЛИЯНИЕ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ
НА ПРОЦЕСС ВИБРОСВЕРЛЕНИЯ

Исследовано влияние крутильных колебаний инструмента на про-
цесс вибросверления. Получены уравнения образования поверхно-
стей. Для процесса сверления с непрерывной стружкой проведен
анализ устойчивости, и построены границы областей динамиче-
ской устойчивости в аналитическом виде. Методом установления
получены области динамической устойчивости и бифуркационные
диаграммы для процесса без внешнего возбуждения, по которым
были выявлены параметры и их соотношения, значимость кото-
рых наиболее существенна при выборе модели.

Особенностью сверления глубоких отверстий малого диаметра
является затруднительное удаление стружки из зоны резания. Вынос
стружки существенно облегчается, если стружка получается достаточ-
но мелкой. Существуют различные методы дробления стружки [1, 2].
Наиболее эффективным является вибрационное сверление, при кото-
ром в зоне крепления сверла возбуждаются осевые вибрации требуе-
мой частоты и амплитуды. Тогда при правильном подборе значений
рабочей частоты и амплитуды вибратора продольные колебания ин-
струмента (а следовательно, и режущих кромок) позволяют получать
дробленую стружку.

В работе [3] был предложен метод авторезонансного сверления,
основанный на явлении возникновения автоколебаний во время про-
цесса обработки резанием. Разработанная методика требует детально-
го изучения динамики инструмента и формирования стружки в про-
цессе резания. Эти исследования были проведены в России около де-
сяти лет назад, а построенные модели и некоторые результаты ана-
лиза по ним используются до сих пор, в том числе в работах [4–6].
Наибольшее внимание в большинстве работ по динамике вибросвер-
ления уделено моделированию продольных колебаний инструмента,
так как именно продольные перемещения определяют формирование
стружки, срезаемой режущими кромками. В действительности же ин-
струмент нагружен помимо продольной силы резания еще и крутящим
моментом, из-за которого могут появляться и крутильные колебания.

Модель, приведенная в статье [7], включает в себя сосредоточен-
ную осевую силу резания и сосредоточенный закручивающий момент
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резания как силовые факторы, воздействующие на сверло со сторо-
ны обрабатываемого материала. Спиральное сверло здесь считалось
естественно закрученным стержнем. Предполагалось, что крутящий
момент резания, действующий против направления “закрученности”
сверла, распрямляет его, при этом сверло естественным образом удли-
няется в осевом направлении. Аналогичным образом силы резания бы-
ли представлены в работе [8], где учтено, что для прямых естественно
закрученных стержней в линейном приближении имеется связь между
углом поворота сечений вокруг оси стержня и осевым перемещени-
ем. Волнистость же дна отверстия вызвана связанными продольными
и крутильными колебаниями сверла. Основной причиной самовозбу-
ждения вибраций является регенерация колебаний за счет резания по
следу.

По упомянутым работам можно сделать вывод, что динамика про-
цесса резания не является результатом вынужденных колебаний от
внешней нагрузки (сил резания), а представляет собой автоколебатель-
ный процесс, который может быть как устойчивым, так и неустойчи-
вым. В работе [4] автор исследовал устойчивость продольных авто-
колебаний сверла при непрерывном резании; принималась полиноми-
альная (кубическая) зависимость осевой силы резания от толщины
стружки. Области устойчивости процесса сверления для продольных
колебаний инструмента были получены асимптотическим методом.
Исследования были продолжены с включением в динамическую мо-
дель уравнений образования новых поверхностей из работ [6, 9], что
позволило смоделировать нестационарные режимы, включая моменты
входа–выхода режущих кромок инструмента из обрабатываемого ма-
териала. Явление синхронизации колебаний инструмента на частоте
внешнего источника колебаний (вибратора) для случая вибросверле-
ния было рассмотрено в работах [5, 9].

Статья [10] посвящена математическому описанию процесса орто-
гонального резания с распределением силы резания по кромке резца.
При этом рассматривалась система с одной степенью свободы (осе-
вой). В результате автор смог получить области устойчивости и би-
фуркационные диаграммы для построенной модели, которые хорошо
согласуются с экспериментальными данными.

В публикации [11] процесс вибросверления смоделирован как си-
стема с двумя степенями свободы (осевой и крутильной). В основные
уравнения модели входят величины, описывающие геометрию режу-
щих кромок. Модель, приведенная в работе [9], так же как и модель из
работы [11] может быть использована для непрерывного резания и для
сверления с выходом инструмента из металла в процессе обработки
заготовки. Целью работы [11] является компьютерное моделирование
поверхности, получаемой при обработке, и сравнение результатов ра-
боты построенной модели с экспериментальными данными. В отличие
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от настоящей работы, в статье [11] в качестве независимой переменной
при интегрировании полной системы уравнений выбрано время, что
при учете крутильных колебаний требует дополнительной интерполя-
ции в ходе интегрирования. Таким образом, в ходе интегрирования
может появляться некоторая погрешность интерполирования.

В настоящей работе поставлена цель — исследовать влияние
крутильных колебаний инструмента, возникающих при выходе ин-
струмента из материала в процессе вибросверления, на его осевые
колебания.

Постановка задачи. При сверлении глубоких отверстий инстру-
ментом, имеющим конечные осевую и крутильную жесткости крепле-
ния, режущие кромки инструмента могут совершать как продольные,
так и крутильные колебательные движения. Ставится задача — иссле-
довать влияние крутильных колебаний на процесс вибросверления.

Разработке моделей процесса сверления посвящено много иссле-
дований, в которых изучались различные расчетные схемы упругой
системы станок–приспособление–инструмент–деталь. Этому уделяет-
ся значительное внимание, поскольку принятие той или иной расчет-
ной схемы, в конечном счете, определяет результаты исследования.
На основе имеющихся данных об экспериментальных виброустрой-
ствах можно сделать вывод, что основным звеном, определяющим
крутильную жесткость упругой системы и непосредственно связыва-
ющим инструмент, работающий в глубоком отверстии, со станком,
является стебель сверла. Вследствие весьма большой длины и мало-
го диаметра стебель сверла является наименее жестким элементом
всей технологической системы. При определенных условиях влияние
крутильных колебаний на процесс образования стружки становится
существенным. В связи с этим, в настоящей работе рассматривается
динамика сверла как системы с двумя степенями свободы.

Описание модели. Модель инструмента. Принципиальная схема
процесса вибрационного сверления с осевой податливостью крепле-
ния инструмента приведена на рис. 1.

Модель инструмента представляется как система с двумя степеня-
ми свободы (осевой и крутильной). Расчетная схема принятой модели
представлена на рис. 2. Здесь сам инструмент и его крепление имеют
конечные осевую и крутильную жесткости, которые в принятой рас-
четной схеме участвуют как некоторые приведенные жесткости kax
и krot.

В соответствии с расчетной схемой модели (рис. 2) сам инструмент
и его крепление имеют конечные осевую и крутильную жесткости, ко-
торые в принятой расчетной схеме участвуют как некоторые приведен-
ные жесткости kax и krot. При этом вибратор задает движение левому
сечению крепления инструмента по закону Z̃0(t) = Ã0 sin (ω0t), где
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Рис. 1. Принципиальная схема процесса вибрационного сверления с осевой по-
датливостью крепления инструмента

Рис. 2. Расчетная схема инструмента

Ã0 — амплитуда вибраций; ω0 — круговая частота задаваемых вибра-
ций. К правому сечению стебля сверла приложены сосредоточенные
сила и момент, возникающие непосредственно при внедрении режу-
щих кромок инструмента в материал заготовки. Рассеивание энер-
гии колебаний, как крутильных, так и осевых, учитывается введением
соответствующих демпфирующих элементов. Для крутильных коле-
баний в качестве условий закрепления левого сечения инструмента
принимается заделка. Уравнения движения инструмента для принятой
расчетной схемы имеют вид

mẅ + daxẇ + kaxw + cwψ = −m
¨̃
Z0 − Pc;

Θϕ̈+ drotϕ̇+ krotϕ+ cϕw = −Mc;

(1)

здесь m,Θ — масса и физический момент инерции (приведенный к
правому сечению упругого стержня, работающего на кручение) ин-
струмента; w,ϕ — осевое смещение и угол поворота вокруг оси свер-
ла; dax, drot — коэффициенты демпфирования для осевых и крутильных
колебаний; kax, krot — осевая и крутильная жесткости; cw, cϕ — коэффи-
циенты связи между продольным перемещением w и углом поворота
правого сечения сверла ϕ; Pc,Mc — сила и момент резания. Точками
обозначены производные по времени t.
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Предположим, что деталь и инструмент являются недеформируе-
мыми твердыми телами, податливым является только крепление ин-
струмента. Рассмотрим инструмент с nc симметрично расположенны-
ми по торцу режущими кромками. Деталь вращается вокруг своей оси
с постоянной угловой скоростью ω и перемещается с постоянной ско-
ростью осевой подачи V (см. рис. 1). Номинальная подача на оборот

определяется как h0 = V T , где T =
2π

ω
.

Модель формирования поверхности. Для описания процесса полу-
чения обработанной поверхности используем в динамической модели
(рис. 3) так называемые уравнения образования новых поверхностей
[6, 9]. Тогда получим следующую систему уравнений:

Dj(t) =
[
Z̃0(t)− Z̃0(0)

]
+ w(t)− H̃ + V t− LJ

(

t−
Tα

nc

)

;

hj(t) = max (0, Dj(t)) ,

(2)

где Dj(t) — расстояния от j-й режущей кромки до необработанной
поверхности; H̃ — расстояние от инструмента до средней поверх-
ности торца детали в начальный момент времени; LJ — отклонение
поверхности торца от плоскости под j-й режущей кромкой; Tα — пе-
ременное время запаздывания. Второе соотношение в выражении (2)
определяет толщину снимаемого слоя hj(t). При этом поверхность
Lj(t) формируется за счет снятия мгновенной толщины слоя hj(t)

с поверхности, сформированной “предыдущей” режущей кромкой

Рис. 3. Модель формирования поверхности
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в момент

(

t−
Tα

nc

)

:

Lj(t) = LJ

(

t−
Tα

nc

)

+ hj(t). (3)

Для проведения вычислений перейдем к безразмерным величинам,
отнеся все линейные размеры к h0. В качестве масштаба времени
возьмем время одного оборота детали T , а также введем обозначение
ω0T = 2πp, где p — количество колебаний инструмента, сообщаемых
вибратором, за время одного оборота детали. Используем следующие
обозначения:

ξ =
w

h0
, ψ =

ϕ

2π
, ζ =

dax

2
√
kaxm

, fax =
T

2π

√
kax

m
, frot =

T

2π

√
krot

Θ
,

Z0 =
Z̃0

h0
, A0 =

Ã0

h0
, H =

H̃

h0
,

cξ =

[
2πT 2

h0m

]

cw, cψ =

[
h0T

2

2πΘ

]

cϕ, μζ =
m

Θ

drot

dax
f 2ax,

где fax и frot — безразмерные собственные частоты осевых и кру-
тильных колебаний инструмента. Уравнения кинематики процесса ви-
брационного сверления в безразмерной форме принимают следующий
вид:

Δj(τ) = [Z0(τ)− Z0(0)] + ξ(τ)−H + τ − ΛJ

(

τ −
Tα/T

nc

)

;

ηj(τ) = max (0,Δj(τ)) ;

Λj(τ) = ΛJ

(

τ −
Tα/T

nc

)

+ ηj(τ);

Λj(τ) = Λ0j(τ), τ ≤ 0, J = (j − 1) + nc ∙ fix

(
1

j

)

,

(4)

где fix

(
1

j

)

— функция, дающая значение единицы при j = 1, или 0,

когда j — любое другое число.
Модель сил резания. Для описания осевой силы резания (см. рис. 2)

воспользуемся представлением [6, 9]:

Pc =

(
k0ch0

q

)

η̄q, (5)

где k0c = gσRq

(
h0

ncR

)q−1
— статическая жесткость резания; g — по-

стоянная формы режущей кромки, g ∼ 1; σ — характерное напряжение
обрабатываемого материала; R — радиус сверла; q — параметр нели-
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нейности закона резания; η̄ — приведенная толщина снимаемого слоя,

η̄ =

[
1

nc

n∑

j=1

(ncηj)
q

]1
q

. (6)

Закручивающий сверло момент Mc представим как произведение
окружной силы резания Pt на некоторое плечо lt, составляющее долю
радиуса просверливаемого отверстия (в общем случае 0 < lt ≤ R).
При этом само значение окружной силы резания примем как произ-
ведение некоторого коэффициента на значение осевой силы резания
Pt = μPPc.

Таким образом, уравнения движения инструмента для выбранной
динамической модели без учета выхода инструмента из материала
заготовки примут вид (точками здесь обозначены производные разных
порядков по безразмерному времени τ )

ξ̈+2ζ (2πfax) ξ̇+(2πfax)
2
ξ + cξψ =

= (2πp)2A0 sin (2πpτ)− (2πfax)
2 κ

q
η̄q;

ψ̈ + μζ2ζ (2πfax) ψ̇ + (2πfrot)
2
ψ + cψξ = −μP (2πfax)

2 κ

q
η̄q,

(7)

где κ =
k0c
kax

— безразмерная жесткость резания.

При этом будем считать, что безразмерный коэффициент трения
для крутильных колебаний равен μζ2ζ (2πfax), где μζ — масштабиру-
ющий множитель.

Исследование устойчивости процесса резания с непрерывной
стружкой. В качестве невозмущенного движения рассмотрим случай
резания с постоянной толщиной снимаемого слоя без внешнего воз-
буждения [9].

Тогда ξ0(τ) ≡ const, ψ0(τ) ≡ const, η̄0(τ) = 1 и из уравнений (7)
определяем

ξ0 = − (2πfax)
2 κ

q

[
μP cξ − (2πfrot)

2

cξcψ − (4π2faxfrot)
2

]

;

ψ0 = − (2πfax)
2 κ

q

[
cψ − (2πfax)

2
μP

cξcψ − (4π2faxfrot)
2

]

.

(8)

Представим возмущенное движение как ξ(τ) = ξ0+δξ(τ), ψ(τ) = ψ0+

+ δψ(τ), η̄(τ) = η̄0 + nc

[

δξ(τ)− δξ

(

τ −
1

nc

)]

и линеаризуем урав-

нения движения (7) по δξ, δψ около невозмущенного движения:
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δξ̈(τ) + 4πζfaxδξ̇(τ) + 4π
2f 2ax

(
ξ0 + δξ(τ)

)
+ cξ

(
ψ0 + δψ(τ)

)
=

= −4π2f 2ax
κ

q

[

1 + qnc

(

δξ(τ)− δξ

(

τ −
1

nc

))]

;

δψ̈(τ)+μζ4πζfaxδψ̇(τ)+4π
2f 2rot

(
ψ0+δψ(τ)

)
+cψ

(
ξ0 + δξ(τ)

)
=

= −μP4π
2f 2ax

κ

q

[

1 + qnc

(

δξ(τ)− δξ

(

τ −
1

nc

))]

.

(9)

Решение уравнений (9) можно искать в виде

δξ(τ) = C1 exp (2πncλτ);

δψ(τ) = C2 exp (2πncλτ).

Введем обозначения Fax =
fax

nc
, Frot =

frot

nc
, K = κnc. При подста-

новке выбранного вида решений получим следующее уравнение для
определения постоянных C1, C2 в векторно-матричной форме:

[
G11 G12
G21 G22

] [
C1
C2

]

= 0, (10)

где
G11 = λ

2 + 2ζFaxλ+ F
2
ax [1 +K −K exp (−2πλ)] ;

G12 = cξ;

G21 = cψ + μPF
2
ax [K −K exp (−2πλ)] ;

G22 = λ
2 + 2ζFaxλ+ F

2
rot.

Равенство нулю левой части уравнения (10) соблюдается при вы-
полнении условия det[G] = 0, т.е.
(
λ2 + 2ζFaxλ+ F

2
ax [1 +K −K exp (−2πλ)]

) (
λ2 + 2ζFaxλ+ F

2
rot

)
=

= cξ
(
cψ + μPF

2
ax [K −K exp (−2πλ)]

)
,

откуда получаем следующую совокупность при cξ = cψ = 0:



λ2 + 2ζFaxλ+ F

2
ax [1 +K −K exp (−2πλ)] = 0;

λ2 + 2ζFaxλ+ F
2
rot = 0.

(11)

Заметим сразу, что в данной системе невозможна дивергентная
форма потери устойчивости процесса непрерывного резания, так как
F 2ax 6= 0, F

2
rot 6= 0. Здесь речь может идти только о динамической

бифуркации — бифуркации Пуанкаре–Андронова–Хопфа. При перехо-
де через критические значения параметров возникают автоколебания,
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имеющие здесь вид прерывистого резания. В общем случае уравнение
det[G] = 0 имеет бесконечное число комплексных корней, значения ко-
торых зависят от четырех физических констант {Fax, Frot, K, ζ}. То,
что количество режущих кромок не входит в явном виде, говорит
о том, что решение уравнения det[G] = 0 является универсальным
(автомодельным) для любого числа кромок. Следует сразу отметить,
что при выбранной расчетной схеме инструмента зоны динамической
устойчивости процесса сверления с непрерывной стружкой совпадают
с аналогичными зонами для системы с одной степенью свободы (здесь
и далее подразумевается модель без учета крутильных колебаний, ана-
логичная модели, приведенной в работе [9]), так как второе уравнение
в совокупности (11) будет давать только корни с отрицательной дей-
ствительной частью (в силу критерия Раусса–Гурвица), а следователь-
но, только устойчивые решения, при любых физических параметрах
системы. На границе же областей устойчивости корни являются чи-
сто мнимыми: λ = is, и после подстановки в первое уравнение (11) и
разделения действительной и мнимой частей получаем два уравнения,
позволяющие определить любые две константы в функции от частоты
s:

Re(G11) : −s
2 + F 2ax (1 +K −K cos (2πs)) = 0;

Im(G11) : 2ζFaxs+ F
2
axK sin 2πs = 0.

(12)

Уравнения (12) задают неявно кривые на плоскости {Fax, K} в
параметрическом виде {Fax(s; ζ), K(s; ζ)}. Учитывая, что константы
{Fax, K, ζ} положительные числа, из второго уравнения системы (12)
следует существование бесконечного числа ветвей

Sj = {Fax(s; ζ), K(s; ζ)|s ∈ (j −
1

2
; j), j = 1, 2, 3, . . .}. (13)

Система (13) может иметь максимум четыре действительных кор-
ня. Этот результат можно получить, исключив тригонометрические
функции

(
s2 − F 2ax

)2
− 2F 2ax

(
s2 − F 2ax

) (
K − 2ζ2

)
+ 2ζ2F 4ax = 0.

Откуда получаем

s2 = F 2ax

[

1 +K − 2ζ2 ±
√
(K − 2ζ2)2 − 4ζ2

]

.

Для существования действительных решений необходимо, чтобы

K ≥ 2ζ(1 + ζ) = K∗. (14)

Этот результат означает, что в рассматриваемой динамической си-

стеме при невыполнении неравенства (14), т.е. при nc
k0c
kax

< 2ζ(1 + ζ),

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2007. № 1 11



невозможна потеря устойчивости непрерывного процесса резания.
Физически понятно, что при достаточно жестком креплении инстру-
мента — kax → ∞, т.е. энергии, поступающей от процесса резания,
недостаточно, чтобы возбудить систему. Внешнее трение увеличива-
ет порог возбуждения автоколебаний. Соответствующие критическому
значению параметра (14) значения частоты s и параметра Fax опреде-
ляются из уравнений (12) как

tg (2πs∗) =
−
√
1 + 2ζ

ζ
и Fax∗ =

s∗√
1 + 2ζ

.

Параметрическое представление решения системы (12) имеет вид

K(s; ζ) = 2ζ [SΦ(s; ζ)]−1 ; Fax(s; ζ) = −sΦ(s; ζ);

C = cos (2πs); S = sin (2πs);

Φ(s; ζ) = S
[
(1− C)ζ +

√
(1− C)2ζ2 + S2

]−1
.

(15)

Из уравнений (15) следует, что имеется возможность выделить уни-
версальные периодические функции

K(s; ζ) = K(s+ 1; ζ),
Fax(s; ζ)

s
=
Fax(s+ 1; ζ)

(s+ 1)
,

которые позволяют представить информацию о границах областей не-
устойчивости в единой форме для всех зон (13), т.е. достаточно рас-

смотреть один интервал Is =
{1
2
< s < 1

}
(рис. 4). Из графиков видно,

что при K > K∗ (внутри заштрихованной зоны, см. рис. 4, б) процесс
непрерывного резания неустойчив. Существует наименьшая скорость
резания (правая полуветвь границы зоны динамической неустойчи-
вости), при превышении которой процесс непрерывного резания ста-

Рис. 4. Границы областей устойчивости: 1 — K, 2 —
Fax

s
.
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билизируется. Расчеты проведены для коэффициента демпфирования
ζ = 0,05 при следующих критических значениях параметров:

K∗ = 0,1050;
Fax∗j

s∗j
= 0,9535;

s∗j = −0,2424 + j, j = 1, 2, 3, . . . .

Приведенные графики имеют определенную общность, так как
комплексы {F,K} зависят от большого числа физических параметров:

Fax =
R

ncVc

√
kax

m
, K =

ncgσRq

(
h0

ncR

)q−1

kax
,

где Vc =
2πR

T
— скорость резания. Найденные универсальные перио-

дические функции позволяют для заданной технологической системы
{ζ, fax, κ, nc} определить устойчивость процесса непрерывного реза-

ния. Сначала вычисляется корень s̃ функции

(

Fax(s; ζ)−
fax

nc

)

, при

этом ищется s̃ последовательно в интервалах (13). Далее вычисляется

величина κ̃ =
K(s̃; ζ)

nc
; если κ̃ < κ∗, то процесс непрерывного резания

неустойчив.
Осевая податливость инструмента может быть вызвана либо спе-

циально спроектированным встроенным упругим элементом, либо не-
контролируемой жесткостью технологической системы. Условие (14)
позволяет разделить технологические системы на жесткие (несамо-
возбуждаемые K < K∗) и на мягкие (самовозбуждаемые K > K∗).

Нелинейная модель. Численный анализ. В системах уравнений
(4) и (7) время τ — независимая переменная. При численном инте-
грировании по времени систем, в которых возможны как продольные,
так и крутильные колебания, возникает необходимость проводить ин-
терполяцию решения между точками решения в моменты времени τi
и τi+1 (так как запаздывание не постоянно, а является функцией угла
закручивания). Интерполяции на каждом шаге интегрирования можно
избежать, если перейти к новой независимой переменной — полно-
му углу поворота. (Численное интегрирование уравнений модели по
времени реализовано в работе [11]).

Для полного угла α поворота инструмента относительно детали в
каждый момент времени выполняется равенство

α(t) = ωt+ ϕ(t),

тогда для производной имеем

dα

dt
= ω +

dϕ

dt
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или при τ =
t

T
, β =

α

2π
, ψ =

ϕ

2π
, Tω = 2π

dβ

dτ
= 1 +

dψ

dτ
.

Далее будем считать угол поворота β независимой переменной, т.е.
время становится зависимой переменной, для которой можно записать
следующее дифференциальное уравнение:

Ψ(β) =
dτ

dβ
= 1−

dψ

dβ
.

При этом система (7) преобразуется к системе вида
[
ȳ(β)

τ(β)

]′

= Ψ(β)

(

[Â]

[
ȳ(β)

1

]

+
[
B̂
]
b̄η(β)

)

(16)

(здесь штрихом обозначена производная по углу поворота β), где
[ȳ(β) τ(β)]T = [y1 y2 y3 y4 y5]

т = [ξ(β) ψ(β) ξ′(β) ψ′(β) τ(β)] — век-
тор состояния системы, и принимаются следующие обозначения:

[
Â
]
=












0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

− (2πfax)
2

cξ −2ζ (2πfax) 0 0

cψ − (2πfrot)
2 0 −μζ ∙ 2ζ (2πfax) 0

0 0 0 0 1












,

ȳ(β) =







y1
y2
y3
y4





 ,
[
B̂
]
=














0 0

0 0

(2πp)2A0 − (2πfax)
2 κ

q

0 −μP (2πfax)
2 κ

q

0 0














,

b̄η(β) =

[
sin (2πpτ(β))

η̄q

]

.

Тогда уравнения образования новых поверхностей с переменным за-
паздыванием по времени с учетом продольных колебаний преобра-
зуются в уравнения с постоянным запаздыванием по углу поворота
детали относительно инструмента:
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Δj(β) = [Z0(y5(β))−Z0(y5(0))] +y1(β)−H+y5(β)−ΛJ

(

β−
1

nc

)

;

ηj(β) = max (0,Δj(β)) ;

Λj(β) = ΛJ

(

β −
1

nc

)

+ ηj(β);

Λj(β) = Λ0j(β), β ≤ 0, J = (j − 1) + ncfix

(
1

j

)

. (17)

Таким образом, выбранная модель полностью описывается полу-
ченной системой дифференциально-алгебраических уравнений (16) и
(17) с постоянным запаздыванием. Такие системы удобно интегриро-
вать методом Эйлера–Коши с постоянным шагом и итерациями. При
численном решении систем (16) и (17) принимались следующие не-
изменяемые значения параметров: nc = 2, q = 0,75, μP = 1, μζ = 1,
cξ = 0, cψ = 0, H = 0.

Для наглядного представления многообразия различных движений
технологической системы наиболее адекватным методом является ис-
пользование отображения Пуанкаре в виде последовательности экс-
тремумов положения инструмента (Extr[ξ]) или приведенной толщи-
ны снимаемого слоя (Extr[η̄]). При этом на диаграмме для каждо-
го значения параметра показываются все экстремумы отображаемой
функции, попавшие в интервал наблюдения.

Автоколебания системы. В системах, подобных рассматриваемой
в настоящей работе, при некоторых значениях параметров возможно
появление автоколебаний. На рис. 5 приведены отображения Пуанкаре
для осевого смещения ξ и угла закручивания ψ в зависимости от соб-
ственной частоты продольных колебаний инструмента fax для системы

Рис. 5. Отображения Пуанкаре для осевых колебаний ξξξ (a) и крутильных ко-
лебаний ψψψ (б) при различных значениях faxfaxfax для системы с двумя степенями
свободы
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Рис. 6. Отображения Пуанкаре для приве-
денной толщины срезаемого слоя η̄̄η̄η при раз-
личных значениях faxfaxfax:
• — для системы с одной и ◦ — с двумя степе-
нями свободы

с двумя степенями свобо-
ды. На рис. 6 сравнивают-
ся два отображения Пуанка-
ре для приведенной толщи-
ны срезаемого слоя в зави-
симости от fax для двух си-
стем, описываемых моделя-
ми, с одной и двумя степеня-
ми свободы. Системы при ре-
шении имели следующие зна-
чения параметров: κ = 8,48×

× 10−2, ζ = 0,06,
frot

fax
= 7.

По таким диаграммам, как на
рис. 6, можно заметить, что
зоны, в которых происходит
выход режущих кромок ин-

струмента из материала, чередуются с зонами непрерывного резания.
Также заметно влияние крутильных колебаний на амплитуду продоль-
ных движений инструмента.

Подобным же образом получены диаграммы на рис. 7, 8, но здесь в
качестве изменяемого параметра выбиралась относительная жесткость
резания κ. Значения параметров следующие: fax = 2,7, ζ = 0,02,
frot

fax
= 7.

По данным рисункам следует отметить наличие в обеих системах
так называемого порогового значения κ, при котором в системе по-
являются колебания с выходом режущих кромок инструмента из мате-
риала заготовки. Как и в случае с рис. 6, заметно влияние крутильных
колебаний на амплитуду продольных движений инструмента.

Рис. 7. Отображения Пуанкаре для осевых колебаний ξξξ (а) и крутильных ко-
лебаний ψψψ (б) при различных значениях κκκ для системы с двумя степенями
свободы
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Рис. 8. Отображение Пуанкаре для приве-
денной толщины срезаемого слоя η̄̄η̄η при раз-
личных значениях κκκ:
• и ◦— cм. рис. 6

Если менять собственную
частоту крутильных колеба-
ний, оставляя при этом неиз-
менной собственную часто-
ту осевых колебаний инстру-
мента, то, построив диаграм-
му Пуанкаре в осях Extr[η] —
frot

fax
(см. рис. 9), можно уви-

деть, что заметное влия-
ние собственной частоты кру-
тильных колебаний имеет ме-
сто при довольно низких зна-
чениях крутильной жестко-

сти

(
frot

fax
< 5

)

, а также при

значениях frot, кратных fax. При получении диаграммы на рис. 9 при-
нимались следующие значения параметров: κ = 8,48∙10−2, fax = 2,7,
ζ = 0,02.

Дальнейшая работа над рассматриваемой проблемой предполагает
также следующие этапы: исследование влияния крутильных колеба-
ний инструмента на процесс сверления с внешним источником вибра-
ций; исследование влияния меняющейся геометрии режущей кром-
ки инструмента на динамику процесса вибросверления; исследование
влияния технологических параметров на процесс образования боковой
поверхности отверстия в целях прогнозирования качества и точности
обработки.

Выводы. 1. При выбранной расчетной схеме инструмента зо-
ны динамической устойчивости процесса сверления с непрерывной

Рис. 9. Влияние отношения собственных частот frotfrotfrot и faxfaxfax на автоколебания
системы:
a — влияние на ξ; б – влияние на η̄
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стружкой, полученные в аналитическом виде, совпадают с аналогич-
ными зонами для системы с одной степенью свободы.

2. Зоны динамической устойчивости процесса сверления с непре-
рывной стружкой, полученные методом установления (рис. 6), при чи-
сленном интегрировании нелинейной системы уравнений (16), (17)
хорошо согласуются с зонами, полученными аналитически для лине-
аризованной системы.

3. Существенное влияние крутильных колебаний на процесс об-
работки резанием при отсутствии источника внешнего возбуждения

возникает только при кратных значениях, а также при
frot

fax
< 5.

4. При относительно больших значениях отношения собственных

частот двухстепенной модели (
frot

fax
> 10) крутильные колебания пере-

стают существенно влиять на процесс обработки резанием, а следова-
тельно, двухстепенная модель может быть заменена одностепенной.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант
№ 05-01-00103.
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