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О ЗАДАЧЕ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ
КОНУСА В СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ
С УЧЕТОМ ПРЕДЫСТОРИИ

Изложены основы динамики конуса при обтекании сверхзвуковым
потоком газа. Предложена математическая модель реакции кону-
са на возмущающие воздействия при условии, что эти воздействия
сообщают параметрам невозмущенного движения некоторые на-
чальные отклонения.

Оценка маневренности и динамической устойчивости летательных
аппаратов в гиперзвуковом потоке требует учета характеристик не-
установившегося потока под влиянием скачка уплотнения [1–3]. По-
лагая, что на летательный аппарат в установившемся состоянии в на-
чальный момент действует некоторое возмущение, рассмотрим пере-
ходное движение по тангажу под влиянием возникшего возмущения.

Пусть движение модели летательного аппарата конической формы
описывается системой

Ī
d2θ(t)

dt2
= M̄(t), θ(0) = θ̃0, θ̇(0) = θ̃1, (1)

где θ(t) — угловое отклонение от некоторого установившегося состо-
яния; Ī— момент инерции летательного аппарата относительно оси
вращения [2]; M̄(t) — момент тангажа от аэродинамических сил. Аэро-
динамические силы, рассматриваемые в невязкой среде, можно опре-
делять из уравнений газовой динамики.

Система уравнений газовой динамики, выражающая в дифферен-
циальном виде законы сохранения массы, импульса и энергии, в де-
картовых координатах имеет следующую дивергентную форму:

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂u

∂y
(ρv) = 0,

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x
(p+ ρu2) +

∂

∂y
(ρuv) = 0,

∂

∂t
(ρv) +

∂

∂x
(ρuv) +

∂

∂y
(p+ ρv2) = 0,

∂E

∂t
+

∂

∂x
((E + p)u) +

∂

∂y
((E + p)v) = 0,

(2)
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где u, v — проекции вектора скорости V на оси декартовой системы
координат; p, ρ, T — соответственно давление, плотность и темпера-
тура; R — газовая постоянная. Здесь все параметры — безразмерные
величины, отнесенные к соответствующим параметрам набегающего

потока. Полная энергия Е = ρ(h/γ+V 2/2), где
p

ρ
=
γ − 1
γ

h, р = ρRТ ,

γ = 1,4.
Введем систему координат, связанную с телом (r, ψ, z), где ось

z параллельна оси вращения конуса. Предположим, что уравнение
поверхности конуса в момент времени t = 0 имеет вид ψ = φ(r, z).
Тогда при t > 0 положение границы образующей поверхности конуса
определяется из уравнения

B(~x, t) ≡ φ(r, z) + θ(t)− ψ = 0 (3)

с соблюдением граничного условия

DB

Dt
= 0, B(~x, t) = 0; (4)

здесь
D

Dt
=

∂

∂t
+ ~V∇.

В рассматриваемой задаче уравнения необходимо дополнить усло-
виями перехода через скачок уплотнения (условия Гюгонио). Пусть
для головного скачка уплотнения справедливо соотношение V (~x, t) = 0,
тогда для условий перехода на ударной волне должны выполняться
условия сохранения массы, импульса и энергии:

Vτ1 = Vτ2 ;

ρ1(Vn1 −N) = ρ2(Vn2 −N);

p1 + ρ1(Vn1 −N)
2 = p2 + ρ2(Vn2 −N)

2;
γ

γ − 1
p1

ρ1
+ (Vn1 −N)

2 =
γ

γ − 1
p2

ρ2
+ (Vn2 −N)

2,

(5)

где индекс 1 относится к параметрам до ударной волны, а 2 — к пара-
метрам за ударной волной; Vn — нормальная составляющая скорости к
поверхности ударной волны; Vτ — тангенциальная составляющая ско-
рости к поверхности ударной волны; N — скорость движения ударной
волны по нормали к ее поверхности [4].

Введем следующие обозначения:

Ṽn1 = Vn1 −N, Ṽn2 = Vn2 −N, (6)

h1 =
p1

ρ1

γ

γ − 1
, (7)
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с учетом которых запишем условия





Vτ1 = Vτ2 ;

ρṼn1 = ρṼn2 ;

p1 + ρ1Ṽ
2
n1
= p2 + ρ2Ṽ

2
n2
;

h1 + Ṽ
2
n1
= h2 + Ṽ

2
n2
,

(8)

где Ṽn1 и Ṽn2 — проекции вектора скорости V на нормаль к головной
ударной волне.

Для решения задачи об обтекании острого конуса сверхзвуковым
потоком был использован стационарный конечно-разностный метод.
Расчетным путем определяли область течения между ударной волной
и телом при нулевом положении угла атаки [4], а также рассчитывали
параметры потока вдоль образующей конуса.

Момент тангажа в системе (1) связан с давлением р на поверхности
острого конуса:

M̄(t) =

∫∫

B(~x,t)=0

(~x− ~xc)× p
∇B
|∇B|

ds, (9)

где ~xc — вектор положения оси вращения в плоскости z = 0.
Из полученных уравнений (5)–(9) следует, что момент М (t) за-

висит не только от текущего состояния θ(t) и θ̇(t), но должен опре-
деляться предысторией движения θ(ξ) (0 ≤ ξ ≤ t) [2]. Очевидно,
что в данной постановке момент M(t) является функционалом от θ:
~M(t) = ~M [θ(ξ)]. Введем параметры установившегося потока вдоль
конуса в момент времени t = 0: u0 — скорость потока, β — угол скачка
уплотнения, М0 — число Маха, p0 — давление, ρ0 — плотность, а0 —
скорость звука.

Геометрические параметры конуса приведены на рис. 1: σ — угол
полураствора конуса, АО = А′О = h — расстояние до оси вращения,
АС = l — длина конуса.

Для установившегося потока до появления возмущения (t = 0)
параметры p0, М0, ρ0, U0, а0 определяются из выражений:

(

1 +
γ − 1
2

M2
∞

)

tg3 β −
(
M2
∞ − 1

)
ctg σ tg2 β+

+

(

1 +
γ + 1

2
M2
∞

)

tg β + ctg σ = 0, (10)
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p0 =
2

γ (γ + 1)M2
∞

[

γM 2
∞ sin

2 β −
γ − 1
2

]

, (11)

ρ0 =
(γ + 1)M2

∞ sin
2 β

(γ − 1)M2
∞ sin

2 β + 2
, u0 = a0M0, a20 =

γp0

ρ0
, (12)

здесь φ = β − σ. Вводя δ =
γ − 1
γ + 1

+
1

M2
∞ sin

2 σ
, принимая M∞ → ∞,

γ → 1 и используя разложения в степенной ряд, получим φ = δφ1,
1

M2
∞
= δμ1, γ = 1 + δγ1, после чего из уравнений (10)–(12) можно

получить упрощенные выражения:

φ1 =
μ1 +

γ1

2
sin2 σ

sin σ cos σ
, M2

0 =
1

δφ1 tg σ
+O(1), p0 = sin

2 σ +O(δ),

(13)

ρ0 =
tg σ

δφ1
+O(1), u0 = cos σ +O(δ).

Все параметры в дальнейшем приводятся к безразмерному виду.
Здесь 1/u0 — параметр времени. Следует отметить, что форма ударной
волны [3, 4] в данном случае считается присоединенной к передней
кромке и задается зависимостью y = x tg φ.

Для дальнейших рассуждений необходимо получить уравнение по-
верхности конуса в зависимости от времени. Для решения задачи в та-
кой постановке упростим рассматриваемую модель. Рассмотрим толь-
ко половину конуса (см. рис. 1) и найдем уравнение прямой A′В ′. Для

Рис. 1. Геометрические параметры полуконуса (ООО — центр вращения)
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этого будем использовать следующий метод. В общем виде уравнение
прямой записывается как y = kx + b . Величина k равна тангенсу
угла наклона прямой к оси x. В нашем случае k = tg(θ). Следо-
вательно, для нахождения уравнения необходимо получить значение
величины b, для этого найдем координаты точки пересечения этой
прямой с осью y. Обозначим эту точку как M , тогда А′О = h, а
sin(180◦−θ−σ) = sin(θ+σ), и из этого уравнения, используя теорему
синусов, можно определить

KO =
h sin σ

sin(σ + θ)
, тогда AK = h−KO = h−

h sin σ

sin(σ + θ)
.

Из треугольника АКМ в соответствии с теоремой синусов найдем

AM =
h sin(σ + θ)

cos θ
−
h sin(σ)

cos θ
=

=
h sin σ cos θ + h sin θ cos σ − h sin(σ)

cos θ
=

=
h sin σ(cos θ − 1)

cos θ
+ h tg θ cos σ.

Найдем координаты точкиМ :М

(

0; −
h sin σ(cos θ − 1)

cos θ
− h tg θ cos σ

)

.

Подставим координаты точки М в уравнение прямой y = tg(θ)x+ b и
выразим b:

−
h sin σ(cos θ − 1)

cos θ
− h tg θ cos σ = b.

Уравнение прямой будет иметь вид

y = tg(θ)(x− h cos σ) +
h sin σ(1− cos θ)

cos θ
. (14)

Следовательно, под действием возмущения граница поверхности
конуса находится в движении

B (x, y, t) ≡ (x− h cos σ) tg θ(t)− y + h sin σ
1− cos θ(t)
cos θ(t)

= 0. (15)

Точка с координатами (h cos σ; h sin σ) — это неподвижная точка на
оси конуса.

Условие (4) на границе имеет вид

u tg θ(t)− v +
θ̇(t)

cos2 θ(t)
[x− h cos σ + h sin σ sin θ(t)] = 0, (16)
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B(x, y, t) = 0, (17)

где u, v — компоненты скорости вдоль осей x и y.
Рассмотрим случай, когда уравнение головного скачка уплотнения

имеет вид
W (x, y, t) ≡ y − S(x, t) = 0. (18)

Условия Гюгонио (5)–(8) в этом случае представим как [3]

u =
2

(γ + 1)M2
∞

Sx

Q
+

+

u∞

(

1 +
γ − 1
γ + 1

S2x

)

+
2

γ + 1
Sx (v∞ − St)

1 + S2x
, (19)

v = v∞ +
2

γ + 1

[
Q

1 + S2x
−
1

M2
∞

]

, (20)

p =
2Q2

(γ + 1) (1 + S2x)
−

γ − 1
γ (γ + 1)M2

∞
, (21)

ρ =
Q2

γ − 1
γ + 1

Q2 +
2

(γ + 1)M2
∞
(1 + S2x)

, (22)

где Q = St + u∞Sx − v∞.
Положение (xA, yA) вершины конуса определяются из уравнений:

xA = h [cos σ − cos(σ − θ(t))] ,

yA = −h [sin σ − sin(σ − θ(t))] .
(23)

Условие присоединения скачка к вершине конуса следует непо-
средственно из выражения

S (x, t) = −h [sin σ − sin(σ − θ(t))] (24)

при x = h [cos σ − cos(σ − θ(t))] .
Чтобы найти неустановившееся движение [3] передней кромки ко-

нуса, необходимо решить систему уравнений (1), (9), (19)–(21), (24).
Момент тангажа M̄(t) в возмущенном движении с амплитудой ε

может быть представлен в виде [4]

M(t) =
M̄

ρ∞U2∞l
2
= −2εp0

1∫

0

(x− h) p1|y=0dx. (25)
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Выражение (25) можно развернуть [3]:

M(t)

ρ0u0a0
= − (1− 2h) θ(t)−

2

3

(
1− 3h+ h2

)
θ̇(t)−

− 4
∞∑

n=1

λn

tn

[
h2θ(t)− (1− h) (1− h− tn) θ(t− tn)

]
+

+ 8h
∞∑

n=1

λn

t2n

tn∫

0

θ(t− τ)dτ − 4
∞∑

n=1

(2− tn)λn

t3n

tn∫

0

τθ(t− τ)dτ , (26)

где tn = 1−mn, m =
1−H
1 +H

, H =M0 tg φ. В случае малых возмуще-

ний [4, 5] соотношения можно представить как [2]

H =

[
2 + (γ − 1)K2

2γ ∙K2 − (γ − 1)

] 1
2

, a =
2 [1 + (1 + 2H)K2]

(γ + 1)K2
,

λ =
(2H − 1)K2 − 1
(2H + 1)K2 + 1

, μ = v = 0,

где K =M∞β.
Полученное уточнение поставленной задачи состоит в том, что

теперь в системе (1)

I =
Ī

ρ∞

(
u∞

u0

)2
l4

(27)

и момент тангажа M(t)в системе (1) учитывает предысторию дви-
жения. В этом случае согласование начальных условий при t = 0 и
предыстории достигается через θ(t) = f(t), −1 < t < 0. В особом
случае, когда плотность ρw = const, из уравнения (27) следует, что

I =
2ρw
ρ∞
sin σ cos σ

(
1

3
− h+ h2 + tg2 σ

)

, (28)

это позволяет в некоторых случаях существенно упростить анализ
движения.

Полученная модель, в принципе, позволяет уточнить анализ пе-
реходного движения вторым, третьим и другими приближениями, не
ограничивая угол полураствора конуса σ. Давление на поверхности
конуса, находящегося под углом атаки α < β, в ньютоновском потоке
во втором приближении представляется выражением

p(ξ, t) = p0
(
1 + εp1 + ε

2p2
)
+O(ε3), (29)

где p0 = sin2 ψ [2].
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Причем нормированная координата принимает значения ξ = х и
ξ = mx:

p1(ξ, t) = j sin 2ψ

[

θ(t) + (2ξ − h1) θ̇(t) +
1

2
ξ (ξ − h1) θ̈(t)

]

, (30)

p2(ξ, t) = θ
2(t) cos 2ψ + θ(t)θ̇(t) (4ξ + 2h1m1) + θ(t)θ̈(t) (ξ − h1)×

× (m2ξ − h1m3) + θ̇
2(t) cos2 ψ

[
(ξ − h1)

2 + ξh1 tg σ tgψ
]
+

+
[
2θ̇(t) + (ξ − h1) θ̈(t)

] [
ξ tg2 ψ + h1m4

]
cos2 ψθ(t− ξ secψ)−

−
[
2θ̇(t) sin2 ψ cosψ + θ̈(t) (1 + cosψ) cos2 ψ (ξ − h1)

]
ξ secψ∫

0

θ(t− τ)dτ ,

(31)

m1 =
cosψ (sin σ sinψ − 2 cos σ cosψ)

cos σ
,

m2 = 2 + cosψ,

m3 =
cosψ cos(σ + ψ)

cos σ
,

m4 = 1− tg σ tgψ.

Mi(t) = −
1∑

j=−1

secσ∫

0

(ξ − hi)pi(ξ, t)dξ. (32)

После подстановки уравнений (28)–(32) в систему (1) получим

2 (I + Ia) θ̈(t) + Lθ̇(t) + S0θ(t) = 2εM2 [θ(t)] , (33)

где

L =
4 tg σ

cos σ
cosα

(
4

3
− 3h2 + 2h

2
2

)

, S0 = 4 tg σ cos 2α (1− 2h2) .

Дополнительный момент инерции задается зависимостью

Ia =
tg(σ + α) + tg(σ − α)

cos2 α

(
1

4
−
2

3
h2 +

1

2
h22

)

, Ia > 0,

последний всегда положителен, и оценить влияние предыстории ста-
новится возможным через отношение Ia/I. Если пренебречь членами
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второго порядка, то из уравнения (33) видно, что влияние предысто-
рии проявляется только через присутствие момента инерции Ia, что

приводит к уменьшению скорости демпфирования с величины
L

2I
до

величины
L

2 (I + Ia)
и к небольшому изменению частоты колебаний.

Рассмотрим уравнение движения модели при вращательных коле-
баниях [1]:

I
d2α

dt2
+ μ

dα

dt
+K(α + α0)−Mz(t) = 0; (34)

здесь Mz(t) — аэродинамический момент, действующий на модель; K
— приведенная жесткость измерительной системы. Выражая Mz(t) че-
рез коэффициенты аэродинамических производных, из уравнения (34)
получим(

I −
1

2
m

∙
ωZ
z ρ∞Sl

)
d2α

dt2
+

[

μ−
(
m
∙
α
z +m

ωz
z

) 1
2
ρ∞u0l

2S

]
dα

dt
+

+

(

K −mα
z

ρ∞u
2
0

2
Sl

)

α +Kα0 −mz0
ρ∞u

2
0

2
Sl = 0. (35)

Видно, что при вращательных колебаниях m
∙
ωZ
z является присоеди-

ненным моментом инерции, m
∙
α
z +m

ωZ
z — коэффициентом демпфиро-

вания и, наконец, mα
z соответствует аэродинамической жесткости, S —

миделево сечение. Как известно [1] , общим решением уравнения (35)
будет

α = α0 + α1е
−ξt cos(p1t− θ). (36)

Здесь α0 — координата среднего положения и средний угол атаки,
относительно которого совершаются колебания, а второе слагаемое
выражает закон свободных колебаний. Кроме того, p1 — круговая ча-
стота свободных колебаний системы, ξ — декремент их затухания, α1
и θ — постоянные интегрирования, зависящие от начальных условий
движения. Эти величины следующим образом выражаются через ко-
эффициенты дифференциального уравнения движения (35):

2ξ =
μ− ρ∞u20Sl

2/2(mα̇
z +m

ωZ
z )

I −mω̇Z
z ρ∞Sl3/2

;

p21 =
K −mα

z ρ∞u
2
0Sl/2

I −mω̇Z
z ρ∞Sl3/2

− σ2,






(37)

где частота колебаний p1 и величина декремента затуханий ξ опреде-
ляются зависимостями
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p1 =
2π

T
, ξ =

1

T
ln

α

α1
; (38)

Т — период колебаний.
По найденным величинам p1 и ξ, учитывая выражение (37), полу-

чаем аэродинамические производные момента:

mz0 =
Kα0

ρ∞u
2
0Sl/2

,

mα
z −

[

p2 −

(
ξl

u0

)2]

mω̇Z
z =

K − I(p21 + ξ
2)

ρ∞u
2
0Sl/2

,

mα̇
z +m

ωZ
z =

μ− 2ξ(I −mω̇Z
z ρ∞l

3S/2)

ρ∞u0Sl2/2
≈

μ− 2ξI
ρ∞u0Sl2/2

.






(39)

При этом величиной (1/2)mω̇Z
z ρ∞Sl

3 при испытаниях в воздушном
потоке можно пренебречь по сравнению с приведенным моментом
инерции системы I .

Для определения приведенной массы m (или приведенного мас-
сового момента инерции I) проводится следующий эксперимент. Так,
например, в испытаниях при u0 = 0, т.е. без потока, определяется
частота p0 свободных колебаний системы [1, 6, 7]. Затем в систе-
му вводится дополнительный груз, масса которого Δm или момент
инерции относительно оси колебаний ΔIzz известны, и определяется
частота колебаний р системы с дополнительным грузом [5–7]. Тогда
приведенные масса и момент инерции находятся из соотношений

m = Δm
p2

p20 − p2
, I = ΔIzz

p2

p20 − p2
. (40)

Коэффициент момента тангажа и его производные для острого ко-
нуса с образующим βk определяются из соотношений:

mz =
1

Sl

2π∫

0

l∫

0

p(x, t, αe)l0 sinϕdϕdx,

mα
z =

(
∂mz

∂α

)

α̇=0,
αe→α

=
1

Sl

l∫

0

2π∫

0

∂p

∂α

(
x sec2 βk − x0

)
x tg βk sinϕdϕdx,

(41)
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mϑ̇
z = m

α̇
z +m

ωZ
z =

2u∞
l

(
∂mz

∂ωzl/2u∞

)

=

=
2u∞
Sl2

l∫

0

2π∫

0

∂p

∂ωz

(
x sec2 βk − x0

)
x tg βk sinϕdϕdx,

где l0 = x sec2 βk−x0 — плечо сил; l — длина острого конуса, колеблю-
щегося около угла αe = ϑ − ωz(x sec βk + x0)/u∞; ϑ — угол тангажа;
x0 — продольная координата оси колебаний тела. На рис. 2 показа-
на зависимость коэффициентов момента и давления от колебания в
плоскости угла атаки α.

Для определения точности вычислительной модели проводили
оценку полученных данных по экспериментальным результатам при

M∞ = 6 по критерию Струхаля Sh =
ωl

u∞
= 3 ∙ 10−3 и коэффициенту

демпфирующего момента mωz
z +m

α̇
z = 0,12 [1, 4, 5].

Таким образом, следует отметить, что толщина ударного слоя зави-
сит не только от угла атаки и скорости его уменьшения, но и от знака
производной угла атаки по времени dα/dt. Эти обстоятельства пре-
дыстории, означающие запаздывание по времени формирования отме-
ченных особенностей течения в процессе колебательного движения,
существенно влияют на нестационарные аэродинамические характе-
ристики острого конуса. При несимметричном обтекании острого ко-
нуса происходит уменьшение разности давлений между наветренной
и подветренной его сторонами, что приводит к снижению аэродина-
мического коэффициента нормальной силы, а это, в свою очередь,

Рис. 2. Зависимости коэффициентов момента
тангажа, давления и угла атаки от времени при
затухающих колебаниях конуса

приводит к увеличению
амплитуды колебаний.
Степень влияния угла ата-
ки на величину динамиче-
ской производной устой-
чивости зависит от по-
ложения оси колебаний.
Сдвиг оси колебаний впе-
ред вызывает увеличение
динамической устойчиво-
сти затупленного тела вра-
щения. При более близком
к корме положении оси
колебаний с увеличением
угла атаки острый конус
становится динамически
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неустойчивым. Экспериментально подтверждаются также предска-
занные расчетом тенденции изменения динамической устойчивости
при других х0/l.

Анализ производных аэродинамических моментов по углу атаки α
позволяет установить, имеет ли тело те или иные виды статической
устойчивости, а также исследовать не только колебания летательного
аппарата, но и общий случай движения на траектории, и устойчивость
этого движения при различных параметрах набегающего потока. При-
веденная методика использует результаты аэродинамических иссле-
дований, полученных на режимах неустановившегося обтекания, при
котором на тело будут действовать в отличие от статических условий
дополнительные аэродинамические нагрузки, зависящие от времени.
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