
УДК 623.54:623.451.08

А х м а д Б а р а к а т А л ь а х м а д

АНАЛИЗ ДИНАМИКИ УГЛОВОГО ДВИЖЕНИЯ
НЕУПРАВЛЯЕМОГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО
АППАРАТА МЕТОДАМИ КАЧЕСТВЕННОЙ
ТЕОРИИ СИСТЕМ

Проведен качественный анализ вращательного движения лета-
тельного аппарата как движения динамической системы с учетом
влияния различных асимметрий и эксцентриситетов силы тяги.
Показано, что наличие эксцентриситетов силы тяги и малых асим-
метрий не только изменяет величину угла атаки при резонансных
режимах движения летательного аппарата, но и вызывает обра-
зование особых точек.

В процессе выбора параметров неуправляемых летательных ап-
паратов (ЛА) различного назначения необходимо проанализировать
основные свойства динамики движения, оценить устойчивость, а так-
же знать влияние различных факторов на изменение характера их
движения. Подобные ЛА вращаются вокруг продольной оси, имеют
не только симметричную внешнюю форму, но и малую асимметрию
массово-конструктивных характеристик, что, в свою очередь, услож-
няет характер их пространственного углового движения. Поэтому в
процессе проектирования и разработки подобных ЛА необходимо ана-
лизировать динамику углового движения аппаратов с учетом возмуще-
ний различного типа. Наиболее полную картину пространственного
движения ЛА можно получить, используя метод численного интегри-
рования сложных нелинейных математических моделей. Однако такой
путь решения задачи дает лишь частные (численные) результаты.

Оценить влияние величин конструктивных параметров ЛА и воз-
мущающих факторов на изменение характера углового движения мож-
но методами качественной теории дифференциальных уравнений. То-
пологически классифицировать дифференциальные уравнения в мно-
гомерном фазовом пространстве практически невозможно, поэтому
качественный анализ динамики движения обычно проводят для вы-
бранных параметров конкретного аппарата.

Угловое пространственное движение неуправляемого ЛА с уче-
том малых массово-конструктивных и геометрических асимметрий,
а также эксцентриситетов силы тяги можно описать в соответсвии с
работой [1] следующей системой уравнений:
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(1)

где J — момент инерции ЛА относительно поперечной оси (J = Jy =
= Jz); hα, hβ — безразмерные центробежные моменты инерции,

hα =
Jxz

J − Jx
и hβ =

Jxy

J − Jx
(Jxz, Jxy — центробежные моменты инер-

ции); Δy, Δz — координаты бокового смещения центра масс ЛА от
продольной оси симметрии; εт, dт — угловой и линейный эксцентри-
ситеты силы тяги ЛА; Pт — сила тяги; xт — расстояние от центра масс
ЛА до плоскости, включающей точку положения силы тяги; ϕ1, ϕ2 —
углы положения плоскостей углового и линейного эксцентриситетов
силы тяги ЛА; m, ` — масса и длина ЛА; S — площадь миделевого
сечения ЛА; v — скорость ЛА относительно воздушной среды; q —
скоростной напор.
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В работе [2] показано, что резкое изменение динамики углового
движения ЛА возможно при совпадении угловой скорости вращения
ЛА вокруг продольной оси ωx и так называемой “критической” угло-

вой скорости ωкр, где ωкр = ωc

√
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собственных колебаний ЛА.
Введем безразмерный параметр (λ =

ωx

ωкр
) и преобразуем уравне-

ния системы (1) для случая, когда ωкр = const:
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Далее рассмотрим вопросы обеспечения устойчивости резонанс-
ных режимов углового движения ЛА и условий возникновения и су-
ществования устойчивого резонанса. Известно, что особыми точками
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любой динамической системы, описываемой нелинейными дифферен-
циальными уравнениями, являются корни уравнений, описывающих
установившееся движение. Запишем на основании системы (2) урав-
нения установившегося движения:
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Определим корни системы (3) и проведем линеаризацию уравне-
ний системы (2) в окрестности этих корней. Полученную линейную
систему можно использовать для исследования устойчивости динами-
ческой системы (2) в окрестности особых точек. Система дифферен-
циальных уравнений (2) является тринадцатипараметрическим семей-
ством относительно семи конструктивных параметров (C̄α

n , C̄α
y , m̄α

z ,
m̄ω
z , m̄x0 , m̄

ω
x , P̄т) и шести возмущающих параметров малых асимме-

трий и эксцентриситетов силы тяги ЛА (т.е. α0, β0, hα, hβ , εт, dт).
Таким образом, при полном параметрическом анализе приходится

рассматривать глобальную картину разбиения семимерного фазового
пространства динамической системы (2) при тринадцатимерном функ-
циональном пространстве параметров.

В общем виде методами качественной теории этого сделать невоз-
можно, поэтому необходимо фиксировать какую-то часть параметров
и получить области структурной устойчивости на гиперповерхности
в пространстве параметров.

Проведем анализ углового движения ЛА при наличии асимметрии
внешней формы, бокового смещения центра масс и эксцентриситетов
силы тяги. Рассмотрим случай, когда hα = 0, hβ = 0, α0 = 0, β0 6= 0,
εт 6= 0, dт 6= 0. Решая систему (3) относительно углов атаки (α) и
скольжения (β), получим следующие выражения:
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Особые точки (λ∗, α∗, β∗) системы уравнений (2) можно опреде-
лить, решая совместно уравнения (4), (5) и (6). Рассмотрим качествен-
ную картину изменения угла атаки в пространстве α − λ для случая
наличия заданных возмущений β0. В соответствии с уравнениями (5)
и (6) при λ = 0 имеем следующие значения угла атаки:
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Из уравнений (7) и (8) очевидно, что Φ1(λ)0 зависит только от
возмущающих факторов эксцентриситета силы тяги εт и dт, а функция
Φ2(λ)0 зависит от произведения εтdт и возмущающего фактора Δz.

Угол наклона прямой Φ2(λ) в плоскости α − λ с учетом формулы
(6) определяется следующим соотношением:
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Значение величины λ, при котором прямая Φ2(λ) пересекает ось
абсцисс в плоскости α − λ, определяется при α = 0 из уравнения (6)
как
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Отметим, что значение λ0 не зависит от возмущающего фактора β0
илиΔz, но в соответствии с выражением (10) зависит от произведения
возмущающих факторов εтdт. Таким образом все прямые Φ2(λ) для
разных Δz будут пересекаться в одной точке (рисунок).

Точки пересечения прямой Φ2(λ) с кривой Φ1(λ) соответствуют
особым точкам решения системы уравнений (2) на фазовой плоско-
сти, каждая из которых определяет величину угла атаки в режимах
резонансной авторотации. Очевидно, чем ближе к вершине резонанс-
ного пика находится точка пересечения, тем большие углы атаки будут
наблюдаться при резонансе.

Проанализируем семейство прямых Φ2(λ) для случая β0 < 0,
обусловленных фиксированным значением аэродинамической асим-
метрии βa и различными положительными значениями величин боко-
вого смещения центра масс ЛА Δz.

В соответствии с формулой (9) имеем, что при Δz3 > Δz2 угол
наклона прямой Φ2(λ,Δz3) будет меньше, чем угол наклона прямой
Φ2(λ,Δz2). Это может привести к следующему. Для параметра Δz2 в

Графики изменения угла атаки ααα в функции λλλ для конкретного ЛА при β0 < 0β0 < 0β0 < 0,

εт = constεт = constεт = const, dт = constdт = constdт = const для различных величин бокового смещения центра масс

ЛА (Δz1 < Δz2 < Δz3 < Δz4 < Δz5)Δz1 < Δz2 < Δz3 < Δz4 < Δz5)Δz1 < Δz2 < Δz3 < Δz4 < Δz5)
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установившемся режиме движения ЛА имеют место два корня урав-
нения и, соответственно, в структуре фазовой плоскости — две особые
точки. При изменении параметра Δz от величины Δz2 до величины
Δz3 возникает иная структура фазового пространства (см. рисунок), в
котором имеют место пять особых точек. Таким образом, при неболь-
шом случайном изменении величины параметра Δz не только полу-
чаются различные величины угла атаки в режиме авторотации, но и
возникают различные случаи особых точек. На этом же рисунке пока-
заны прямые, касающиеся резонансного пика Φ2(λ,Δz2), и Φ2(λ,Δz4)
— касательная кривой Φ1(λ).

Величины Δz2 и Δz4 являются бифуркационными значениями па-
раметра Δz, лежащего в пределах (Δz2 < Δz < Δz4). Например, ма-
лое уменьшение величины Δz от значения Δz2 резко изменяет карти-
ну влияния бокового отклонения центра масс ЛА на угловое движение
ЛА, которое будет проходить с небольшим углом атаки.

Наличие эксцентриситетов силы тяги, в свою очередь, изменяет
положение особых точек: происходит смещение точки пересечения
прямой Φ2(λ) с осью абсцисс и изменение величины угла атаки при
λ = 0, соответствующей формуле (7).

В процессе проектирования ЛА применение методов качествен-
ной теории систем дает возможность оценить предельные величины
малых асимметрий, при которых не возникает резонансных режимов,
вызывающих угловое движение аппарата с большим значением угла
атаки.
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