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ВЛИЯНИЕ ПОДВИЖНОСТИ ГРАНИЦЫ
НА ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА
С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ КАНАЛОМ
В НЕСТАЦИОНАРНЫХ УСЛОВИЯХ
ТЕПЛООБМЕНА С ВНЕШНЕЙ СРЕДОЙ

Исследовано влияние подвижности границы на температурное по-
ле твердого изотропного тела. Рассмотрен случай движения гра-
ницы по заданному закону со скоростью, являющейся малым поло-
жительным параметром. Разработан приближенный аналитиче-
ский метод решения соответствующей обобщенной краевой зада-
чи нестационарной теплопроводности.

Решение многих практически важных задач связано с необходи-
мостью математического моделирования процессов теплопереноса в
твердых телах при нестационарных режимах теплообмена с внешней
средой, обусловленных временны́м изменением коэффициента тепло-
отдачи [1–5]. Трудности, возникающие при решении подобных задач,
хорошо известны [1]. Они усугубляются в тех случаях, когда необ-
ходимо учитывать влияние разного рода механических или физико-
химических процессов на температурное поле твердого тела, неиз-
бежно приводящих к изменению размеров тела вследствие временно́го
изменения положения его границ.

Среди задач нестационарной теплопроводности в твердых телах с
движущимися границами, часто называемых обобщенными краевыми
задачами [1], особое место занимают задачи, связанные с исследовани-
ем температурных полей в твердых телах с границами, движущимися
по заданному закону [1, 6–8].

Основная цель проведенных исследований — изучение особенно-
стей процесса формирования температурного поля в неограниченном
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Рис. 1. Используемая расчетная
схема:
1 — твердое тело, 2 — внешняя
среда

твердом изотропном теле с цилиндри-
ческим каналом (рис. 1), заполненным
высокотемпературным газом (в дальней-
шем — внешней средой), граница кото-
рого движется по заданному закону

ν(Fo) = 1 + εFo, (1)

где ε — малый положительный параметр.
При этом предполагается, что процесс
теплообмена с внешней средой сопро-
вождается временны́м изменением ко-
эффициента теплоотдачи на подвижной
границе цилиндрического канала, т. е.
является нестационарным.

Постановка задачи. В соответствии
с поставленной целью и с учетом допу-

щения (1) исходная математическая модель исследуемого процесса
имеет вид

∂Θ(ρ, Fo)
∂Fo

=
1

ρ

∂

∂ρ

[

ρ
∂Θ(ρ, Fo)

∂ρ

]

; Fo > 0, ρ > ν(Fo) > 1,

Θ(ρ, Fo)
∣
∣
Fo=0 = 0, (2)

ρ
∂Θ(ρ, Fo)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=ν(Fo)

= Bi(Fo)
[
Θ(ρ, Fo)

∣
∣
ρ=ν(Fo) − ζ(Fo)

]
,

Θ(ρ, Fo)
∣
∣
Fo>0 ∈ L

2[ν(Fo),+∞),

где последнее условие означает, что при каждом фиксированном
Fo > 0 функция Θ(ρ, Fo) интегрируема с квадратом по пространствен-
ной переменной ρ ∈ [ν(Fo),+∞);

ρ =
r

r0
, Fo =

at

r20
, Θ =

T − T0
Tc0 − T0

, ζ =
Tc − T0
Tc0 − T0

, Bi =
α

λ
r0, (3)

r — радиальная координата; t — время; T — температура; λ — коэффи-
циент теплопроводности; a — коэффициент температуропроводности;
α — коэффициент теплоотдачи; индекс “c” относится к внешней среде,
индекс “0” — к начальным значениям величин.

Далее предположим, что функции Bi = Bi(Fo) и ζ = ζ(Fo), содер-
жащиеся в математической модели (1), (2) и определенные равенства-
ми (3), удовлетворяют стандартным требованиям теоремы существова-
ния и единственности решения рассматриваемой задачи [9]. Переходя
к подвижной системе координат

X = ρ/ν(Fo), τ = Fo, (4)
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преобразуем исходную математическую модель (1), (2) к следующему
виду:

μ(τ)
∂Θ(X, τ )

∂τ
=
1

X

∂

∂X

[

X
∂Θ(X, τ )

∂X

]

+
μ̇(τ)

2
X
∂Θ(X, τ )

∂X
; τ > 0, X > 1,

Θ(X, τ )
∣
∣
τ=0
= 0, (5)

∂Θ(X, τ)

∂X

∣
∣
∣
∣
X=1

= Bi(τ)
[
Θ(X, τ )

∣
∣
X=1
− ζ(τ)

]
,

Θ(X, τ )
∣
∣
τ>0
∈ L2[1,+∞),

где
μ(τ) = ν2(τ) ≡ (1 + ετ)2, μ̇(τ) = 2ν(τ)ν̇(τ) ≡ 2ε(1 + ετ). (6)

Необходимо подчеркнуть, что решение задачи (5) связано с пре-
одолением трудностей принципиального характера. Они, в основном,
обусловлены функциональной зависимостью Bi = Bi(τ), т. е. нестаци-
онарностью реализуемого режима теплообмена. Аналитический метод
решения рассматриваемой задачи (5), (6) известен лишь для ее част-
ной постановки (ε = 0) и предложен в работе [3]. В основе метода
лежит идея расщепления ядра сингулярного интегрального преобра-
зования по пространственной переменной, являющегося обобщением
известного интегрального преобразования Вебера [10, 11].

Температурное поле. С учетом сделанных предположений реше-
ние рассматриваемой задачи (5), (6) представим в виде разложения по
малому параметру ε:

Θ(X, τ ) =
∞∑

k=0

uk(X, τ )ε
k. (7)

В этом случае для каждого k ∈ {0, 1, 2, . . .} функция uk(X, τ ) удовле-
творяет следующей задаче:

μ(τ)
∂uk(X, τ )

∂τ
=
1

X

∂

∂X

[

X
∂uk(X, τ )

∂X

]

+

{
0; k = 0,
fk(X, τ ), k > 1,

τ > 0, X > 1,

uk(X, τ )
∣
∣
τ=0
= 0, (8)

∂uk(X, τ )

∂X

∣
∣
∣
∣
X=1

= Bi(τ)uk(X, τ )
∣
∣
X=1
+

{
−Bi(τ)ζ(τ); k = 0,
0; k > 1,

uk(X, τ )
∣
∣
τ>0
∈ L2[1,+∞),

где

fk(X, τ ) =
√
μ(τ) X

∂uk−1(X, τ )

∂X
; k > 1. (9)
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Для решения задач (8), (9) воспользуемся обобщенным интеграль-
ным преобразованием Вебера по пространственной переменной X [3]:

vk(p, τ ) = V [uk(X, τ )] ≡

∞∫

1

uk(X, τ )K(X, p, τ )X dX; k > 0,

uk(X, τ ) = V
−1[vk(p, τ )] ≡

∞∫

0

vk(p, τ)
K(X, p, τ )

α2(p, τ) + β2(p, τ)
p dp, (10)

где

K(X, p, τ ) = α(p, τ )J0(pX)− β(p, τ)Y0(pX),

α(p, τ ) = Bi(τ)Y0(p) + pY1(p),

β(p, τ ) = Bi(τ)J0(p) + pJ1(p),

Jν(∙) и Yν(∙) — функции Бесселя индекса ν первого и второго рода
соответственно. Важно заметить, что непосредственное применение
сингулярного интегрального преобразования (10) для нахождения ре-
шений задачи (8), (9) не представляется возможным, поскольку ядро
K(X, p, τ ) этого интегрального преобразования зависит не только от
пространственной переменной X и параметра интегрального преобра-
зования p, но и от временно́й переменной τ . Это, в частности, приводит
к тому, что

V

[
∂uk(X, τ )

∂τ

]

6=
∂vk(p, τ)

∂τ
; k > 0.

Нулевое приближение u0(X, τ ) для функции (7) является реше-
нием задачи (8), (9) при k = 0. Для его нахождения воспользуемся
известным приемом [12]. Вводя обозначения

A0(p, τ ) =

∞∫

1

u0(X, τ )H
(1)
0 (pX)X dX,

ω(p, τ ) = α(p, τ ) + iβ(p, τ), (11)

где H(1)0 (∙) — функция Ганкеля первого рода нулевого порядка, а функ-
ции α(p, τ) и β(p, τ ) определены в равенстве (10), представим изо-
бражение v0(p, τ ) оригинала u0(X, τ ) в виде

v0(p, τ ) = Re {ω(p, τ)A0(p, τ)} . (12)
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При этом справедливы тождества

V

[
∂u0(X, τ )

∂τ

]

≡ Re

{

ω(p, τ )
dA0(p, τ )

dτ

}

,

V

[
1

X

∂

∂X

(

X
∂u0(X, τ )

∂X

)]

≡ −p2v0(p, τ)−
2

π
Bi(τ)ζ(τ) = (13)

= −p2 Re {ω(p, τ)A0(p, τ)} −
2

π
Bi(τ)ζ(τ).

Таким образом, согласно равенствам (10)–(12), решение задачи (8),
(9) при k = 0 найдено, если известна функция A0(p, τ). В свою оче-
редь, согласно равенствам (8), (9) и (10)–(13) эта функция является
решением задачи Коши

Re

{

ω(p, τ )

[

μ(τ)
dA0(p, τ )

dτ
+ p2A0(p, τ)

]}

= −
2

π
Bi(τ)ζ(τ); τ > 0,

A0(p, 0) = 0. (14)

В соответствии с исходными допущениями существует единствен-
ное решение u0(X, τ ) задачи (8), (9) при k = 0 и, как следствие, со-
гласно равенствам (10), (11) существует единственная функция v0(p, τ)
— изображение сингулярного интегрального преобразования (10) это-
го решения. Поэтому из равенства (12) следует, что любое решение
A0(p, τ) задачи (13) позволяет найти искомое изображение v0(p, τ). Из
вещественности функций Bi(τ) и ζ(τ) следует, что задача Коши

ω(p, τ )

[

μ(τ)
dA0(p, τ )

dτ
+ p2A0(p, τ)

]

= −
2

π
Bi(τ)ζ(τ); τ > 0,

A0(p, 0) = 0 (15)

является частным случаем задачи Коши (14) и, как следствие, любое
ее решение — это решение задачи Коши (14).

Решение задачи Коши (15) может быть найдено стандартными ме-
тодами [13]:

A0(p, τ ) = −
2

π

τ∫

0

Bi(y)ζ(y)
ν2(y)

ω(p, y)

|ω(p, y)|2
exp

{

−
p2(τ − y)
ν(τ)ν(y)

}

dy; τ > 0,

где

ω(p, y) = α(p, y)− iβ(p, y),

|ω(p, y)|2 = α2(p, y) + β2(p, y).
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Используя это решение и учитывая равенства (11), (12), запишем ре-
шение задачи (8), (9) при k = 0 в изображениях сингулярного инте-
грального преобразования (10):

v0(p, τ) = −
2

π

τ∫

0

α(p, τ )α(p, y) + β(p, τ)β(p, y)

α2(p, y) + β2(p, y)
×

×
Bi(y)ζ(y)
ν2(y)

exp

{

−
p2(τ − y)
ν(τ)ν(y)

}

dy; τ > 0. (16)

Аналитически замкнутая форма представления функции u0(X, τ )
следует из равенства (16), если воспользоваться формулой обращения
интегрального преобразования (10):

u0(X, τ ) = V
−1[v0(p, τ)]; τ > 0, X > 1, (17)

где при любом фиксированном τ > 0 равенство понимается в смысле
стандартной нормы пространства L2[1,+∞). Заметим, что при ε = 0
(ν(τ) ≡ 1) полученное решение для функции u0(X, τ ) преобразуется
к известному [3] и определяет температурное поле неограниченного
твердого тела с цилиндрическим каналом единичного радиуса при
заданном режиме нестационарного теплообмена с внешней средой.
Последний однозначно устанавливается конкретизацией вида функции
Bi(τ).

Сингулярное интегральное преобразование (10), применяемое по
пространственной переменной X , с последующим расщеплением его
ядра, позволяет найти функции uk(X, τ ) при k > 1 в аналитически
замкнутом виде, т. е. определить искомое решение (7) с любой наперед
заданной степенью точности. При этом для любого k > 1

uk(X, τ ) =

∞∫

0

vk(p, τ )
K(X, p, τ )

α2(p, τ ) + β2(p, τ)
p dp; τ > 0, X > 1, (18)

где

vk(p, τ) =

τ∫

0

α(p, τ )α(p, y) + β(p, τ)β(p, y)

α2(p, y) + β2(p, y)
×

×
Ψk(p, y)

ν2(y)
exp

{

−
p2(τ − y)
ν(τ)ν(y)

}

dy,

Ψk(p, τ ) = V [fk(X, τ )] ≡

∞∫

1

fk(X, τ )H
(1)
0 (pX)X dX,
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Рис. 2. Временна́я зависимость тем-
пературы границы цилиндрического
канала в различных режимах тепло-
обмена с внешней средой:
H1/H2 = 1 (1); 1, 5 (2); 0, 5 (3)

ядроK(X, p, τ ) сингулярного инте-
грального преобразования опреде-
лено в равенстве (10), а функции
fk(X, τ ) задаются равенствами (9).

Анализ результатов. Восполь-
зуемся полученными результатами
для исследования влияния усло-
вий теплообмена с внешней сре-
дой и подвижности границы ци-
линдрического канала на формиру-
емое в твердом теле температур-
ное поле. Ограничимся нахождени-
ем приближенного решения с точ-
ностью o(ε), т. е. полагаем

Θ(X, τ ) = u0(X, τ ) + εu1(X, τ ),
(19)

где o(ε) — величина более высоко-
го порядка малости по отношению
к ε, а функции u0(X, τ ) и u1(X, τ )
определены равенствами (16), (17) и (18) при k = 1 соответственно.

На рис. 2 частично приведены результаты расчетов временно́й за-
висимости безразмерной температуры Θ(1, τ) неподвижной (ε = 0)
границы цилиндрического канала, устанавливающие характерные осо-
бенности процесса формирования температурного поля в твердом теле
при реализации различных режимов теплообмена с внешней средой:
теплообмен по закону Ньютона

Bi(τ) ≡ H1 − const,

импульсные режимы теплообмена

Bi(τ) =

{
H1; 0 6 τ 6 τ∗,
H2; τ > τ∗,

(20)

где H1 > 0, H2 > 0 — постоянные, при ζ(τ) = 1. Расчет проведен
при H1 = 1 и τ∗ = 1. Важно отметить, что в масштабе рис. 2 гра-
фики функций Θ(1, τ), полученные с использованием равенств (16),
(17) и путем численного решения задачи (5), (6) при ε ≡ 0, совпадают.
При численном решении задачи использована неявная симметричная
конечно-разностная схема (схема Кранка–Николсона), имеющая вто-
рой порядок аппроксимации как по времени, так и по пространствен-
ной переменной [14].
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Физическая реализация импульсных режимов теплообмена, ассо-
циируемая, например, с деструкцией поверхностных слоев твердого
тела при его высокотемпературном нагреве внешней средой, может
приводить как к улучшению условий теплообмена при τ > τ∗ и ин-
тенсификации процесса нагрева (см. рис. 2, кривая 2) по сравнению с
режимом теплообмена по закону Ньютона (см. рис. 2, кривая 1), так
и их ухудшению (см. рис. 2, кривая 3). В последнем случае темпе-
ратурный профиль Θ(1, τ) имеет характерную зону релаксации при
τ > τ∗, длительность которой зависит как от величины H2 в законе
теплообмена (20), так и от длительности τ∗ первой фазы импульсного
теплообмена. Уменьшение H2 приводит к увеличению протяженности
зоны релаксации и глубины спада температуры в этой зоне. Отметим
также, что в рассматриваемом режиме теплообмена от длительности
τ∗ первой фазы теплообмена и соотношения интенсивностей теплооб-
менаH1 иH2 в законе (20) зависит и величина предельно достижимого
(при τ → +∞) разогрева.

Проанализируем теперь, как влияет подвижность границы цилин-
дрического канала на формируемое в твердом теле температурное по-
ле. При этом будем предполагать, что теплообмен с внешней средой
происходит по закону Ньютона (Bi(τ) ≡ H1 − const), а температура
последней постоянна (ζ(τ) ≡ 1). Следует подчеркнуть, что рассматри-
ваемый режим теплообмена наиболее важен при тестировании полу-
чаемых результатов, поскольку приводит к наиболее простым предста-
влениям решения задачи (5), (6). Нулевое приближение u0(X, τ ) для
функции (19) в этом случае принимает вид

u0(X, τ ) = −
2H1
π

∞∫

0




τ∫

0

exp

{

−
p2(τ − y)
ν(τ)ν(y)

}
dy

ν2(y)



×

×
α(p)J0(pX)− β(p)Y0(pX)

α2(p) + β2(p)
p dp; τ > 0, X > 1, (21)

где

α(p) = H1Y0(p) + pY1(p),

β(p) = H1J0(p) + pJ1(p),

а первое приближение u1(X, τ ) — определяется из выражения (18) при
k = 1. При ε = 0 равенство (21) преобразуется к виду [3] и определя-
ет температурное поле твердого изотропного тела с цилиндрическим
каналом, граница которого неподвижна (ν(τ) ≡ 1).

На рис. 3 приведены результаты численных расчетов безразмерной
температуры Θ(1, τ) границы цилиндрического канала при различных
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Рис. 3. Временна́я зависимость темпе-
ратуры подвижной границы цилин-
дрического канала в режиме тепло-
обмена с внешней средой по закону
Ньютона при различных значениях
параметра εεε:
ε = 0 (1); 0, 01 (2); 0, 1 (3–5)

значениях параметра ε: 0 (кривая
1), 0,01 (кривая 2) и 0,1 (кривая
3), а также временны́е зависимости
u0(1, τ) и u0(1, τ) + εu1(1, τ) для
функций, определяющих прибли-
женное решение (19), при ε = 0,01
(кривые 2, 4) и 0,1 (кривые 2, 5).
Важно отметить, что при ε = 0,01
графики функции Θ(1, τ), получен-
ные численным расчетом и с ис-
пользованием приближенного ана-
литического решения (19), в мас-
штабе рис. 3 совпадают. В то же
время, при ε = 0,1 как нулевое
приближение u0(1, τ) решения (19)
(кривая 4), так и приближенное ре-
шение с точностью o(ε) (кривая 5)
приводят к завышенным значениям
безразмерной температуры Θ(1, τ)
по сравнению с результатами чи-
сленного расчета (кривая 3).

Обобщая результаты проведен-
ных исследований, необходимо отметить, что подвижность границы
цилиндрического канала приводит к снижению температуры поверх-
ности изотропного твердого тела, причем снижение тем больше, чем
выше скорость равномерного движения границы. С увеличением ин-
тенсивности теплоотдачи на подвижной границе цилиндрического ка-
нала температура поверхности твердого тела также снижается.
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