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Приведена математическая модель расчета нестационарных про-
цессов динамики жидкости и теплообмена в пневматической си-
стеме стабилизации температуры. Рассмотрен метод расчета,
основанный на современных методах автоматизированного про-
ектирования. Приведены результаты численного исследования те-
пловых переходных процессов в отдельных элементах системы.

В современной технике широко применяются системы стабилиза-
ции температуры, предназначенные для поддержания определенной
температуры объекта с заданной точностью. По принципу действия
системы подразделяются на пассивные и активные. В пассивных си-
стемах постоянство температуры достигается путем ограждения тер-
мостатируемого объекта тепловой изоляцией, играющей роль теплово-
го фильтра. Пассивные системы способны поддерживать температуру
объекта, равной среднему значению температуры окружающей среды.
Пассивные системы не содержат терморегулирующих устройств и не
требуют дополнительных затрат энергии, что является одним из глав-
ных их достоинств. Однако в случаях, когда допустимое отклонение
температуры объекта от заданного значения не должно превышать до-
лей градуса, при возмущающих воздействиях, способных вызвать ко-
лебания температуры незащищенного объекта равные нескольким де-
сяткам градусов, необходимо активно противостоять возмущающим
тепловым воздействиям. С этой целью широко применяются актив-
ные системы стабилизации температуры, работа которых основана на
использовании технических средств автоматического регулирования.
Заданная температура объекта поддерживается автоматическим регу-
лированием притока (оттока) теплоты, подводимой к объекту. Можно
выделить два класса подобных систем: системы автоматической стаби-
лизации, предназначенные для поддержания постоянной температуры
объекта в известных пределах, и системы программного регулиро-
вания, в которых температура объекта изменяется по определенному
закону.

В настоящей статье рассматривается устройство, которое предста-
вляет собой систему прецизионного программного регулирования тем-
пературы микроколичеств жидких образцов. Температура объекта из-
меняется при помощи прокачки рабочего тела через тепловой блок
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Рис. 1. Схема пневматической системы термостабилизации

системы стабилизации температуры (рис. 1). Рабочее тело использу-
ется в качестве теплоносителя при подводе (отводе) теплоты. Одной
из важнейших характеристик рассматриваемого устройства является
неравномерность распределения температур по объему объекта.

Рассматриваемое устройство представляет собой открытую термо-
динамическую систему, границы которой проницаемы как для потока
вещества, так и для теплового взаимодействия, и может рассматри-
ваться как объект с сосредоточенными параметрами или как объект с
распределенными параметрами. Математическое описание тепловых
процессов в приближении объекта с сосредоточенными параметрами
не позволяет получить распределение физических величин по объему
системы. Следовательно, невозможно отследить неравномерность те-
плового поля объекта термостабилизации, что является существенным
недостатком этого метода. Для получения температурных полей необ-
ходимо рассматривать устройство в приближении объекта с распре-
деленными параметрами. Такое приближение более точно описывает
реальные физические процессы, в том числе переходные процессы,
протекающие в устройствах.

Постановка задачи. Принципиальная схема пневматической си-
стемы стабилизации температуры включает в себя следующие основ-
ные элементы: источник теплоты, объект теплового воздействия и ра-
бочее тело. В исследуемой системе стабилизации температуры источ-
ником теплоты служит электрический нагреватель, а объектом тепло-
вого воздействия — жидкость, которая расположена в сосуде объемом
0,2 мл. В качестве рабочего тела в пневматических системах исполь-
зуется воздух окружающей среды.

Вентилятор обеспечивает перемещение воздуха окружающей сре-
ды через электрический нагреватель. Далее рабочее тело вступает в
тепловой контакт с сосудом, в котором находится жидкость. После
этого рабочее тело выбрасывается в окружающую среду. Теплота от
объекта воздействия отводится в результате замещения горячего воз-
духа более холодным из окружающей среды.
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Рис. 2. Расчетная область Ω:
S1 и S2 — вход и выход из расчетной области; S3 — внешние границы расчетной
области; S4 и S5 — границы раздела между жидкой средой и твердым телом, а также
воздухом в сосуде

От преобразователя энергии рабочее тело получает теплоту в ре-
зультате конвективного теплообмена. Через стенку сосуда теплота пе-
редается теплопроводностью. В процессе нагрева жидкости возникает
неравномерное распределение температур по ее объему, в результате
чего возникает разность плотностей и, как следствие, разность грави-
тационных сил. Следовательно, в объеме жидкости наблюдается сво-
бодное движение и теплота от внутренней стенки сосуда к жидкости
передается в процессе конвективного теплообмена.

В качестве расчетной области выбрана часть теплового блока пнев-
матической системы стабилизации температуры (рис. 2), которая со-
держит объект исследования и наиболее полно и точно отражает про-
исходящие в нем тепловые процессы. Как объект исследования в на-
стоящей работе выступает жидкость, находящаяся в сосуде. Для более
полного описания процессов теплообмена между рабочим телом и
сосудом в расчетную область также включены рабочее тело и элек-
трический нагреватель.

В итоге расчетная область будет состоять из газообразного рабоче-
го тела Ω1, жидкости Ω2, воздуха Ω3, сосуда Ω4, стенок Ω5 и электри-
ческого нагревателя Ω6.

Математическая модель. При построении математической моде-
ли приняты следующие допущения: жидкая среда считается ньюто-
новской и несжимаемой; движение жидкой среды ламинарное; все
рассматриваемые материалы однородны по составу и изотропны по
теплофизическим свойствам; физические параметры жидкой среды
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(исключая плотность жидкости и воздуха в сосуде), а также твердого
тела постоянны и не зависят от температуры; плотность жидкости и
воздуха в сосуде является линейной функцией температуры; массооб-
мен между жидкостью и воздухом в сосуде отсутствует.

Система уравнений для описания процессов гидродинамики и те-
плообмена жидкой среды включает в себя [1–4]:

уравнения движения для жидкой среды

∂

∂t
(ρiu) + div (ρi~υu) = div (μigradu)−

∂p

∂x
; (1)

∂

∂t
(ρiv) + div (ρi~υv) = div (μi gradv)−

∂p

∂y
; (2)

∂

∂t
(ρiw) + div (ρi~υw) = div (μi gradw)−

∂p

∂z
+ SZi; (3)

уравнение неразрывности для жидкой среды

∂ρi

∂t
+ div (ρi~υ) = 0; (4)

уравнение энергии для жидкой среды

∂

∂t
(ρiciT ) + div (ρici~υT ) = div (λi gradT ) , (5)

где ρ — плотность, кг/м3; p — давление, Па; μ — динамический коэф-
фициент вязкости, Па∙с; c — теплоемкость при постоянном давлении,
Дж/(кг∙K); λ — коэффициент теплопроводности, Вт/(м∙K); ~υ — вектор
скорости; u, v, w — скорость в проекциях на оси координат x, y и z, м/c;
T — температура, K; t — время, c; SZi — член, учитывающий массовые
силы, которые действуют в направлении оси z, Н/м3.

В области Ω1 (рабочее тело) не учитывается свободная конвек-
ция теплоты и, следовательно, SZ1 = 0. При расчете областей Ω2
(жидкость) и Ω3 (воздух) учитывается свободная конвекция теплоты в
приближении Буссинеска [1–4]:

SZi = −ρ0igβT i (T − T0i) , i = 2, 3, (6)

где ρ0i — плотность жидкой среды при температуре T0i; βT i — темпе-
ратурный коэффициент объемного расширения жидкой среды.

При расчете областей Ω2 и Ω3 под давлением, обозначаемым сим-
волом “p”, понимается давление жидкой среды за вычетом гидроста-
тического давления.

Задача решается в сопряженной постановке, поэтому к системе
дифференциальных уравнений, описывающих тепловые процессы в
жидкой среде, необходимо добавить дифференциальное уравнение,
описывающее процесс теплопроводности в твердом теле. Уравнение
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теплопроводности для твердого тела получается из уравнения энергии
для жидкой среды при условии, что ~υ = 0 [1–4]:

∂

∂t
(ρiciT ) = div (λi gradT ) + ST i, (7)

где ST i — член, учитывающий количество теплоты, выделяемое вну-
тренними источниками в единице объема среды в единицу времени,
Вт/м3.

В области Ω 6 (электрический нагреватель) происходит выделение
теплоты вследствие протекания электрического тока и, следовательно,
ST6 = Q. В областях Ω 4 (сосуд) и Ω 5 (стенки) отсутствуют внутренние
источники теплоты и, следовательно, ST4 = ST5 = 0.

Областью определения системы уравнений (1)–(7) является область
Ω (см. рис. 2), состоящая из подобластей Ω i (i = 1, 2, . . . , 6) и опре-
деляемая положением радиус-вектора в декартовой системе коор-
динат r (x, y, z, t) ∈ Ω или в цилиндрической системе координат
R (r, θ, z, t) ∈ Ω.

Граничные условия. На входе S1 в расчетную область Ω зада-
ны вектор скорости движения и температура рабочего тела (вектор
скорости задается в цилиндрической системе координат):

u (R) = |~υ|, v (R) = w (R) = 0, T (R) = T, (8)

где (R) ∈ S1.
На выходе S2 из расчетной области Ω задано нулевое изменение

скорости и нулевое изменение температуры рабочего тела в направле-
нии выхода:

∂u

∂r
(R) =

∂v

∂r
(R) =

∂w

∂r
(R) =

∂T

∂r
(R) = 0, (9)

где (R) ∈ S2.
На внешних границах S3 расчетной области Ω задано нулевое зна-

чение скорости рабочего тела для уравнений движения и адиабатиче-
ское условие теплообмена для уравнения энергии:

u (r) = v (r) = w (r) = 0,
∂T

∂n
(r) = 0, (10)

где (r) ∈ S3.
На границах раздела S4 между жидкой средой и твердым телом

задано нулевое значение скорости жидкой среды для уравнений дви-
жения:

u (r) = v (r) = w (r) = 0, (11)

где (r) ∈ S4.
На границе раздела S5 между жидкостью Ω2 и воздухом Ω3 в сосуде

задано условие непроницаемости для уравнений движения и условие
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идеального теплового контакта для уравнения энергии:

w (r) = 0, R (r) = 0, (12)

где (r) ∈ S5.
Начальные условия. В начальный момент времени t = 0 жидкая

среда считается неподвижной, т.е. ~υ = 0. Также в начальный момент
времени задано равномерное распределение температуры по объему
жидкой среды и твердого тела T = 293K.

Условием окончания счета является достижение времени расчета
заданного значения t = 60 c.

Решение. Представленная система дифференциальных уравнений
(1)–(7) с граничными условиями (8)–(12) решается численными ме-
тодами. Для получения дискретного аналога используется метод кон-
трольного объема в конечно-элементной постановке. Методы соста-
вления дискретных аналогов и методы решения полученной системы
алгебраических уравнений приведены в работах [5–7].

Исходные данные. Физические свойства материалов при средней
температуре T = 333K [8, 9] сведены в таблицу.

Таблица
Физические свойства используемых материалов

Область Материал Свойства материалов

ρ, кг/м3 βT , 1/K λ, Вт/(м∙K) с, Дж/(кг∙K) μ, Па∙с

Ω1 Воздух 1,060 – 0,029 1005 20,1 ∙ 10−6

Ω2 Вода 998,2 4,98∙10−4 0,659 4179 469,9 ∙10−6

Ω3 Воздух 1,205 2,69∙10−3 0,029 1005 20,1 ∙ 10−6

Ω4 Полипро-
пилен

900 — 0,2 1927 —

Ω5 Алюмини-
евый сплав

Д16Т

2700 — 227 920 —

Ω6 Нихром 8800 — 12,6 448 —

Объемный расход воздуха в системе составляет G = 0,1 ∙10−3 м3/с.
Площадь входного сечения S = 0,39 ∙ 10−3 м2. Скорость рабочего те-
ла на входе в расчетную область ~υ = G/S = 0,26м/c. Температура
рабочего тела на входе в расчетную область T = 293K.

Электрическая мощность, подводимая к нагревателю, P = 10Вт.
Объем материала нагревателя V = 3,76 ∙ 10−8 м3 (общая длина прово-
локи нагревателя 0,5м, диаметр проволоки нагревателя 0,3 ∙ 10−3 м).
Количество теплоты, выделяемое в нагревателе в единице объема за
единицу времени, Q = P/V = 2,66 ∙ 108 Вт/м3.
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Рис. 3. Сетка расчетной области

Толщина стенки сосуда 0,4 ∙10−3 м, толщина металлических стенок
0,3 ∙ 10−3 м. Объем жидкости в сосуде 22 ∙ 10−9 м3.

В результате разбиения расчетной области на конечные элементы
получена расчетная сетка (рис. 3). Число элементарных ячеек соста-
вляет 1 043 472, число узлов 1 081 923. Расчет проводился с шагом
0,01 с, что составило 6000 шагов по времени.

В результате численного исследования были получены распреде-
ления температур, давлений и скоростей в элементах пневматической
системы стабилизации температуры в каждый момент времени. В ка-
честве примера на рис. 4, а и б приведены поля распределения темпе-
ратур и скоростей в расчетной области на 30-й секунде нагрева.

Результат численного исследования теплового поля жидкости и ра-
бочего тела в процессе нагрева показан на рис. 5, из которого видно,
что во время прогрева температура рабочего тела значительно отли-
чается от температуры жидкости в сосуде. Следовательно, во время
переходных процессов будет затруднительно регулировать температу-
ру жидкости по температуре рабочего тела.

Выводы. В результате проведенных исследований создана матема-
тическая модель пневматической системы стабилизации температуры,
позволяющая описывать тепловые переходные процессы, как в объек-
те с распределенными параметрами в трехмерной постановке.

На базе созданной математической модели проведены численные
исследования нестационарных тепловых процессов в элементах си-
стемы.
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Рис. 4. Распределение температур (а) и скоростей (б) в расчетной области на
30-й секунде прогрева

Рис. 5. Результаты числен-
ного исследования поля
температур в процессе
прогрева:
1 и 2 — температура зоны
максимального и минималь-
ного прогрева жидкости;
3 — среднемассовая тем-
пература жидкости; 4 —
температура рабочего тела в
непосредственной близости
от сосуда

30 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2007. № 4



Результаты численного исследования демонстрируют, что во вре-
мя переходных процессов скорость нагрева рабочего тела достигает
10 K/с, в то время как скорость нагрева реакционной смеси не превы-
шает 2 K/с. В то же время разброс температур в микрообъеме реакци-
онной смеси (22 мкл) достигает 7 K.

Работа выполнена при частичной поддержке Госконтракта
№ 02.467.11.3005 с Федеральным агентством по науке и инновациям.
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