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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОЦЕНКИ
КОНТАКТНОЙ ЖЕСТКОСТИ СОЕДИНЕНИЙ
С ДВОЙНЫМ БАЗИРОВАНИЕМ ТИПА
КОНУС–ПЛОСКОСТЬ

Приведены методы расчета жесткости конусных и плоских торце-
вых соединений, а также соединений инструментальной системы
в целом. Соединения с двойным базированием предполагают рабо-
ту каждой из контактирующих поверхностей в условиях нормаль-
ных и касательных контактных перемещений. Дана оценка каждой
базирующей поверхности в зависимости от нагрузки при условии
работы поверхности в зоне упругих касательных деформаций.

Соединения с элементами двойного базирования, используемые
преимущественно для вспомогательного инструмента, предполагают
наличие двух одновременно контактируемых поверхностей, располо-
женных под углом друг к другу, в большинстве случаев этот угол
составляет 90◦. Поэтому обе плоскости работают в разных услови-
ях контактных деформаций, одна в нормальных условиях, другая — в
касательных условиях.

Жесткости двух базирующих поверхностей (рис. 1), торцевой 1 и
конической 2, соединены в соответствии с теорией приведения парал-
лельно. Следовательно, суммарная или общая жесткость jΣ торцевой
jт и конусной jк поверхностей определяется по формуле jΣ = jт + jк,
а ее обратная величина — суммарная податливость — определяется
как сумма обратных значений податливостей торца δт и конуса δк, т.е.

δΣ =
δтδк

δт + δк
.

Согласно представленным далее зависимостям по определению по-
датливостей отдельных элементов соединения двойного базирования
можно записать

jт =
P

yт
; jк =

P

yк
,

тогда

jΣ = P

(
1

ϕL
+

1

δ0 + θ0L

)

,

где yт и yк, мм — упругие контактные перемещения в торцевом и
коническом стыках в плоскости приложения нагрузки Р , yт = ϕL и
yк = δ0 + θ0L соответственно, δ0, ϕ и θ0 — начальный прогиб, углы
поворота в торцевом и конусном сопряжениях; L — длина оправки, к
которой приложена сила P .
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Рис. 1. Схема соединения с
двойным базированием типа
“HSK”

Рис. 2. Схема соединения с базированием по
конусу

Начальный прогиб δ0 и угол поворота θ0 в конусном сопряжении
можно определить из дифференциального уравнения упругой линии
изгиба консольной балки со сплошной заделкой и упругим основани-
ем, которым служат поверхностные слои оправки и внутренней по-
верхности сопрягаемого модуля [1]:

d2

dx2

(

EIx
d2y

dx2

)

+
Bx

k
y = 0, (1)

где y — прогиб в сечении x.
Введем следующие граничные условия:

при x = 0
d2y

dx2
=

M

EIx
и
d3y

dx3
=

P

EIx
;

при x = l
d2y

dx2
= 0 и

d3y

dx3
= 0,

где M = PL и P — момент и перерезывающая сила в начале стыка.
В связи с тем, что соединение модулей оправки происходит с по-

мощью конусных поверхностей (рис. 2), у которых диаметр меняется
по длине, поэтому жесткость EIx оправки и приведенная ширина Bx

упругого основания также переменны по длине:

Dx = D

(

1−
2αx

D

)

; EIx =
EπD4

64
; Bx =

πDX

2
,

где 2α — угол конусности; D — больший диаметр соединения; Dx —
диаметр в сечении на расстоянии x от кромки стыка.

Решаем уравнение (1), т.е. относительно координаты x = 0 опре-
делим упругое перемещение y = δ0 и угол наклона θ0 в начале стыка:

δ0 =
2Mβ2k

B
C1 +

2Pβk

B
C2 =

2Pβk

B
(βLC1 + C2), мкм; (2)

θ0 =
4Mβ2k

B
C3 +

2Pβ2k

B
C4 =

2Pβ2k

B
(2βLC3 + C4) , мкм/мм. (3)
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Общее решение по определению упругого перемещения для конус-
ной оправки можно представить как

δΣ =
2Pβ k

B
[C2 + βL(C1 + C2) + 2β

2L2C3],

где P — сила, Н; L — расстояние от кромки стыка до сечения прило-
жения нагрузки, мм; k — коэффициент контактной податливости сты-

ка, мкм/Н∙мм−2; β — показатель жесткости стыка, β = 4

√
B ∙ 103

4EIk
, 1/мм;

E — модуль упругости (для стали E = 2,1∙105МПа); I — момент инер-

ции хвостовика в начале стыка, I =
πD4

64
, мм4; B — приведенная ши-

рина стыка, B = 0,5πD, мм; C1, C2, C3, C4 — поправочные коэффици-
енты, учитывающие влияние переменного диаметра, причем C1 = C4.
Значения этих коэффициентов зависят от показателя жесткости λ = βl
и угла конуса α.

Данные коэффициенты получены путем двойной аппроксимации
табличных данных [1] для различных длин и углов методом наи-
меньших квадратов. Цель проведенной аппроксимации — создать
единые аналитические зависимости для определения коэффициентов
C1, C2, C3 применительно к более широкому диапазону изменения как
показателя жесткости λ, так и углов конусов анализируемых инстру-
ментов (табл. 1).

Таблица 1

Конусы

Морзе, α/2 = 1◦30′ 1/10, α/2 = 2◦51′ 1/5, α/2 = 5◦42′ 7/24, α/2 = 8◦17′

λ Cτ

С1,С4 С2 С3 С1,С4 С2 С3 С1,С4 С2 С3 С1,С4 С2 С3
1, 5 1, 3 1, 27 1, 03 1, 5 1, 4 1, 2 1, 9 1, 75 1, 4 2, 34 2, 06 1, 7

2 1, 23 1, 2 1, 02 1, 43 1, 34 1, 13 1, 78 1, 63 1, 30 2, 16 2, 06 1, 7

2, 5 1, 15 1, 13 1, 02 1, 35 1, 28 1, 1 1, 62 1, 5 1, 23 1, 65 1, 64 1, 17

3 1, 10 1, 08 1, 01 1, 28 1, 23 1, 08 1, 47 1, 41 1, 15 1, 45 1, 48 1, 07

3, 5 1, 08 1, 06 1, 01 1, 23 1, 19 1, 06 1, 36 1, 34 1, 1 1, 34 1, 36 1, 05

4 1, 06 1, 04 1, 01 1, 19 1, 15 1, 04 1, 28 1, 27 1, 05 1, 30 1, 34 1, 04

5 1, 05 1, 03 1, 0 1, 12 1, 11 1, 02 1, 15 1, 18 0, 98 1, 27 1, 32 1, 03

6 1, 04 1, 03 1, 0 1, 07 1, 06 0, 99 1, 06 1, 11 0, 93 1, 25 1, 30 1, 02

7 1, 03 1, 02 1, 0 1, 03 1, 03 0, 98 0, 98 1, 05 0, 88 1, 23 1, 28 1, 01

8 1, 02 1, 01 1, 0 0, 99 1, 0 0, 96 0, 93 1, 0 0, 85 1, 2 1, 26 1, 01

9 1, 01 1, 01 1, 0 0, 97 0, 97 0, 95 0, 87 0, 96 0, 82 1, 7 1, 24 1, 0

10 1, 0 1, 0 1, 0 0, 94 0, 95 0, 94 0, 83 0, 92 0, 79 1, 3 1, 2 1, 0
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На первом этапе аппроксимации были получены степенные зави-
симости Сi = f(λ) для двух углов:
для конуса 7/24 с углом α/2 = 8◦17′:

С1 = 3,165λ
−0,666, С2 = 2,573λ

−0,484, С3 = 2,048λ
−0,546;

для конуса Морзе с углом α/2 = 1◦30′:

С1 = 1,342λ
−0,155, С2 = 1,299λ

−0,144, С3 = 1,035λ
−0,019.

В результате получили три выражения для конусов 7/24 и три
выражения для конусов Морзе, адекватно отражающих реальную за-
висимость коэффициентов C1, C2 и C3 от переменного параметра λ,
а следовательно, и длины l для углов α/2 = 8◦17′ и α/2 = 1◦30′. Задачу
решали с помощью специально разработанной программы
APROKSIM-1.

На втором этапе аппроксимации были получены единые зависимо-
сти для определения коэффициентов Ci в следующем виде:

Ci = kiλ
xi ,

где ki = f
(α
2

)
= ai + ai+1 sin

α

2
; xi = f

(α
2

)
= bi + bi+1 sin

α

2
.

Численные значения переменных параметров ai, ai+1 и bi, bi+1
определялись по указанной программе и приведены ниже. Коэффици-
енты C1, C2, C3 определяли по зависимостям:

C1 = k1λ
x1 , (4)

где k1 = 0,937 + 15,465 sin
α

2
, x1 = −0,041− 4,340 sin

α

2
;

C2 = k2λ
x2 , (5)

где k2 = 1,017 + 10,801 sin
α

2
, x2 = −0,068− 2,882 sin

α

2
;

C3 = k3λ
x3 , (6)

где k3 = 0,827 + 7,951 sin
α

2
, x3 = −0,084− 3,972 sin

α

2
.

Исходные данные для проведения второго этапа аппроксимации —
коэффициенты ki и xi при расчете коэффициентов Ci (приведены в
табл. 2).

76 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2006. № 1



Таблица 2

Коэффициенты Угол α/2

Ci ki, xi sin 1◦30′ =
= 0,02618

sin 2◦51′ =
= 0,04972

sin 5◦42′ =
= 0,09932

sin 8◦17′ =
= 0,14407

k1 1,342615 1,706720 2,473811 3,165739
C1

x1 – 0,15543 – 0,257321 – 0,472589 – 0,666766

C2
k2 1,29995 1,554245 2,089991 2,573244

x2 – 0,144385 – 0,212243 – 0,355206 – 0,484161

C3
k3 1,035493 1,222708 1,617127 2,048302

x3 – 0,019714 – 0,281770 – 0,478796 – 0,546557

Приведенные аппроксимационные зависимости k, x = f
(α
2

)
по-

лучены с помощью той же прикладной программы APROKSIM-1 по
двум точкам при условии прямолинейной графической зависимости
вида y = a + bx между переменными параметрами (рис. 3, а и б). Ис-
пользуя аппроксимационные зависимости второго уровня (4), (5), (6),
представляется возможным провести не табличное, а расчетное опре-
деление искомых коэффициентов C1,С2 и C3, учитывая произвольные

значения переменных параметров λ и угла
α

2
.

Для автоматизированного расчета этих коэффициентов по указан-
ным уравнениям была разработана прикладная программа
RAS CIC. PAS [2].

Угол поворота ϕ в торцевом стыке (рис. 4) можно определить по
известным зависимостям:

ϕ =
k(1− χ)M

I
, мкм/мм, (7)

где k — коэффициент контактной податливости, k = Cmσm−10 ,
мкм/Н∙мм−2; C — коэффициент, зависящий от геометрии поверхности
и физических свойств материалов сопрягаемых деталей. Для стальных

Рис. 3. Графики аппроксимационных зависимостей:
а – k = f(α/2); б — x = f(α/2)
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Рис. 4. Схема соединения с базированием
по торцу

и чугунных деталей с шерохова-
тостью по ГОСТ 2789-73 значе-
ния усредненного коэффициен-
таC следующие: С = 0,4 . . . 0,5;
0,35; 0,25; 0,15 и 0,07 для 7; 8;
9; 10 и 11-го классов шерохова-
тости соответственно; m — по-
казатель степени, для стальных
закаленных деталей с шерохова-
тостью сопрягаемых поверхно-
стей 8, 9-го класса при повтор-

ных нагружениях m ≈ 0,5; σ0 — давление в стыке, σ0 =
Pз

F
, Па; Рз —

сила затягивания стыка, Н; F — площадь стыка, м2.

Для m ≈ 0,5 коэффициент контактной податливости k =
0,5С
√
σ0

.

Одним из важнейших условий работы соединений с двойным бази-
рованием является работа всех базирующих поверхностей в диапазоне
упругих деформаций. Особенно это важно для касательных дефор-
маций, так как в некотором диапазоне нагрузок они носят упругий
характер, и после снятия нагрузки система возвращается в исходное
положение. После превышения определенного значения нагрузки на-
чинаются необратимые смещения, а затем может произойти “срыв”.
Чтобы исключить это, стыки, удерживаемые силой трения, необходи-
мо рассчитывать таким образом, чтобы касательные смещения в них
не переходили в область пластических, т.е. контактирующие детали
машин при приложении сдвигающей силы, которая меньше силы тре-
ния покоя, имеют касательные контактные перемещения.

Упругие касательные контактные перемещения, наблюдаемые при
упругом характере нормальных контактных деформаций и в началь-
ный период упруго-пластических касательных перемещений, можно
определить по данным работы [3]:

δτк =
πSm

16R2P

[

1−

(

1−
Pк

fP

)2/3] (
y2ск − y

2
ст

)
,

при Ркi = fPi получим δτ max:

δτ max =
πSm (y

2
ск − y

2
ст)

16R2P
. (8)

Это так называемое состояние предварительного смещения упру-
гого контакта или начало процесса проскальзывания.
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Здесь Рi и Ркi — нормальная и касательная нагрузки (Рi = Р/m,
Pкi = Рк/m, где m — вероятное число контактов); Sm — средний шаг
между масляными карманами; RP — высота сглаживания масляных
карманов; yск — нормальное сближение контактируемых деталей при
скольжении, yск =

(
2
√
1 + f 2 − 1

)
yст; f — коэффициент трения по-

коя сопрягаемых материалов; ycт — контактное сближение деталей в
статике,

ycт = (yпл1 + yпл2) + (yyп1 + yуп2),

yпл1 и yпл2 — пластические контактные деформации поверхностных
слоев под действием силы P соответственно первой и второй контак-
тирующих деталей; yу.п1 и yу.п2 — упругие перемещения нижележащих
слоев тех же деталей.

Величина пластических деформаций контактирующих деталей
определяется формированием фактической площади контакта с уче-
том ее шероховатости, волнистости, макроотклонения и физико-
механических свойств и согласно работе [3]:

yпл1 = π

(
2πРRa1Wz1Hmax 1

Ak′1σт1

)1/3
, мкм. (9)

Упругие перемещения нижележащих слоев под действием прило-
женной нагрузки могут быть определены по формуле

yу.п1 = 2π
1− μ21
E1

k′1σт1Sm
yпл1

Ra

, мкм, (10)

где A — геометрическая площадь контакта, A =
π

4
(D2 − d2), м2; σт1 —

напряжения текучести первой детали, для стали 40Х σт = 360МПа;
μ — коэффициент Пуассона, для металлов μ = 0,25 . . . 0,35; E — мо-
дуль упругости, E = 2,1 ∙ 105МПа.

Аналогичный вид имеют уравнения, используемые для расчета
пластической и упругой составляющих контактных перемещений вто-
рой детали. Численные значения параметров поверхностного слоя
приведены в табл. 3.

Таблица 3

Параметры

Метод
обработки

Направление
измерения

Шероховатость Волнис-
тость

Макроот-
клонение

Степень
наклепа

Ra, мкм Rp, мкм Sm, мм Wz , мкм Hmax, мкм k′1

Шлифо-
вание

поперечное 0,22 0,38 0,016 0,52 2,6 1,0

продольное 0,08 0,20 0,042 0,72 2,8 1,0
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В соединении с двойным базированием при нагружении одна пара
из сопрягаемых поверхностей работает в области касательных кон-
тактных перемещений, поэтому вначале необходимо определить мак-
симально возможную величину δτ max этого перемещения по приве-
денным зависимостям, исходя из заданных режимов обработки. Затем
по величине этого перемещения оценить по нагрузочной способности
каждую из базирующих поверхностей.

Для конусного соединения нагрузку Р1, приложенную на расстоя-
нии L, определяют из формулы (2), приравнивая δ0 = δτ max:

P1 =
δτ maxB

2β k(βLC1 + C2)
.

Далее определяем угол наклона θ0 оправки в начале стыка по фор-
муле (3)

θ0 =
2P1β

2k

B
(2βLC3 + C4).

Затем по известным зависимостям (7) находим силу P2, вызываю-
щую смещение θ0 на торце; так как в данном случае ϕ = θ0, то

P2 =
θ0I

k (1− χ)L
,

где I =
πD4

64
−
πd4

64
— момент инерции кольцевого стыка, мм4, где D

и d — диаметры (см. рис. 1).
Из сопоставления сил P1 и P2 видно, какую долю общей нагрузки

P = P1 + P2 несет каждая из соединительных поверхностей. Жест-
кости конусного jк и торцевого jт соединений можно определить из
выражений

jк =
Р1

δτ max + θL
и jт =

P2

θL
.

Соотношение этих жесткостей можно численно оценить после про-
ведения расчета с конкретными и реальными исходными данными, в
качестве которых для примера взяты D = 50мм, d = 30мм, l = 25мм,

k = 0,1
мкм

Н ∙ мм−2
, χ = 0,2, L = 100мм. Причем все расчеты для бо-

лее полной их достоверности необходимо проводить при оптимальных
параметрах соединения по следующей схеме.

1. Определяем максимальное касательное упругое контактное пе-
ремещение:

δτ max =
πSm (y

2
ск − y

2
ст)

16R2p
=
3,14 ∙ 16 ∙ 0,08
16 ∙ 0,382

= 1, 7мкм,
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где ycт = (yпл1 + yпл2) + (yy.п1 + yу.п2) = (0,58 + 0,58) + (0,42 + 0,42) ≈
≈ 2мкм.

Значения yу.п1 = yу.п2 и yпл1 = yпл2 определяем по формулам (10) и
(11), предварительно рассчитав геометрическую площадь А контакта:

А =
π

4
(D2 − d2) =

π

4
(0,052 − 0,032) = 0,001256 м2 = 12,56 ∙ 10−4 м2,

тогда для силы затягивания Pз = 1500Н, при которой коэффициент

контактной податливости k = 0,1
мкм

Н ∙ мм−2
,

yпл1,2 = 3,14

(
2 ∙ 3,14 ∙ 1500 ∙ 0,22 ∙ 0,52 ∙ 2,6
12,56 ∙ 10−4 ∙ 360 ∙ 106 ∙ 1

)1/3
= 0,58 мкм;

yу.п1,2 = 2 ∙ 3,14 ∙
1− 0,32

2,1 ∙ 105
∙ 1 ∙ 360 ∙ 16 ∙

0,58

0,22
= 0,42 мкм;

yск =
(
2
√
1 + f 2 − 1

)
ycт =

(
2
√
1 + 0,152 − 1

)
∙ 2 = 2,02 мкм.

Значения Sm и Rр приведены в табл. 4.
2. Определяем нагрузочную способность конического соединения,

для чего рассчитываем силу P1, вызвавшую перемещение δτ max:

P1 =
δτ maxB

2β k (βLC1 + C2)
=

1,7 ∙ 47,1
2 ∙ 0,06 ∙ 0, 1 ∙ (0,06 ∙ 100 ∙ 2,2 + 2)

= 439 Н.

3. Определяем начальный угол наклона θ0, учитывая силу P1:

θ0 =
2P1β

2k

B
(2βLC3 + C4) =

=
2 ∙ 439 ∙ 0,062 ∙ 0, 1

47,1
(2 ∙ 0,06 ∙ 100 ∙ 1,7 + 2,34) = 0,15 мкм/мм.

4. Определяем нагрузочную способность торцевого соединения,
для чего рассчитываем силу

P2 =
θ0I

k (1− χ)L
=
0,15 ∙ 26,7 ∙ 104

0,1 ∙ 0,8 ∙ 100
= 5006 Н.

5. Определяем соотношение или кратность N нагрузочной способ-
ности торцевой и конусной поверхностей:

N = P2/P1 = 5006/439 = 11,4.

Из этого соотношения следует, что жесткость торца в N раз боль-
ше, чем конуса, без учета накладываемых на соединение ограничений.
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6. Определяем коэффициент повышения жесткости ηк соединения,
например от конусной поверхности:

ηк =
jк

jк + jт
=

Р1
Р1 + Р2

=
1

1 +N
.

Согласно приведенным расчетам ηк ≈ 0,08 . . . 0,2.
Зная упругое перемещение одной из базирующих поверхностей,

например торцевой, yт, можно определить общее перемещение yΣ в

соединении: yΣ =
yт

1 + ηк
.

Согласно данной методике, на стадии проектирования соедини-
тельных устройств можно определить и оценить жесткость каждой из
базирующих поверхностей и системы в целом, что позволяет научно
обоснованно сформулировать основные требования к их разработке,
изготовлению и эксплуатации.

Выводы. 1. Наибольшую жесткость из инструментальных соеди-
нений имеют соединения с двумя базирующими поверхностями типа
конус-торец.

2. Соотношение жесткости между торцевой и конусной базирую-
щими поверхностями составляет более 10 без накладываемых ограни-
чений, при оптимальных геометрических и силовых параметрах со-
единения.
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