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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА,
СОДЕРЖАЩЕГО ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ КАНАЛ
С МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ,
В УСЛОВИЯХ НЕСТАЦИОНАРНОГО
ТЕПЛООБМЕНА

Разработан аналитический метод решения задачи теплопроводно-
сти для неограниченного твердого изотропного тела с цилиндри-
ческим каналом, заполненным высокотемпературным газом и обла-
дающим многослойным покрытием, при нестационарных режимах
теплообмена в изучаемой системе. В основе метода лежит идея
расщепления ядра обобщенного интегрального преобразования Ве-
бера, применяемого по пространственной переменной.

В приложениях математической теории теплопроводности [1–4] ак-
туальной является задача определения температурного состояния мно-
гослойной области, подверженной тепловому воздействию внешней
среды [5–10]. Трудности, возникающие при ее решении аналитиче-
скими методами, хорошо известны [10]. Они еще более усугубляются,
если необходимо учитывать нестационарность реализуемого режима
теплообмена с внешней средой [4, 10, 11].

В работах [12, 13] предложен аналитический метод решения за-
дачи теплопроводности для неограниченного твердого тела с цилинд-
рическим каналом, который может иметь теплозащитное покрытие,
при изменяющихся во времени условиях теплообмена в изучаемой
системе. В основе метода лежит идея расщепления ядра сингулярного
интегрального преобразования, являющегося обобщением известного
интегрального преобразования Вебера [1, 11, 14]. Проблематичность
применения этого подхода к решению задачи нестационарной тепло-
проводности для изотропного твердого тела, содержащего цилиндри-
ческий канал с многослойным покрытием его поверхности, обусловле-
на, в первую очередь, отсутствием аналогов обобщенного интеграль-
ного преобразования Вебера [12, 15], хотя общая теория интегральных
преобразований допускает их существование [14, 15].

Цель проведенных исследований — разработка и обоснование ана-
литического метода решения задачи нестационарной теплопроводно-
сти для неограниченного твердого изотропного тела с цилиндриче-
ским каналом, заполненным высокотемпературным газом (в дальней-
шем — внешней средой) и обладающим многослойным покрытием.
При этом предполагается, что тепловой контакт между слоями покры-
тия, равно как и в системе “канал–покрытие”, является идеальным, а
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Используемая расчетная схема:

1 и k — слои многослойного покрытия; n — твердое тело

условия теплообмена с внешней средой изменяются во времени, т. е.
являются нестационарными.

Математическая модель. При сделанных предположениях мате-
матическая модель процесса формирования температурного поля в
твердом изотропном теле, содержащем цилиндрический канал с мно-
гослойным покрытием его поверхности (рисунок), имеет вид:

∂Θ(ρ, Fo)
∂ Fo

= a2
1

ρ

∂

∂ρ

[

ρ
∂Θ(ρ, Fo)
∂ρ

]

, ρ > R0, Fo > 0; (1)

Θ(ρ, Fo) =

{
Θk(ρ, Fo), Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1},
Θn(ρ, Fo), Rn−1 < ρ < +∞;

a2 =

{
a2k, Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1},

a2n, Rn−1 < ρ < +∞;
(2)

Θk(ρ, Fo)
∣
∣

Fo=0
= 0, k ∈ {1, n}; (3)

∂Θ1(ρ, Fo)
∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=R0

= Λ−11 Bi( Fo)
[
Θ1(ρ, Fo)

∣
∣
ρ=R0

− ζ( Fo)
]
; (4)

Θ(ρ, Fo)
∣
∣
ρ=Rk−0

= Θ(ρ, Fo)
∣
∣
ρ=Rk+0

, k ∈ {1, n− 1}; (5)

Λk
∂Θ(ρ, Fo)
∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=Rk−0

= Λk+1
∂Θ(ρ, Fo)
∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=Rk+0

, k ∈ {1, n− 1}; (6)
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Θ(ρ, Fo)
∣
∣

Fo>0
∈ L2[R0,+∞), (7)

где условие (7) означает, что Θ(ρ, Fo) принадлежит классу функций
L2[R0,+∞), интегрируемых с квадратом по пространственной пере-
менной ρ ∈ [R0,+∞) при каждом фиксированном значении Fo > 0;

ρ =
r

r0
; Fo =

κnt
r20
; Θk =

Tk − T0
Tc0 − T0

, k ∈ {1, n};

ζ =
Tc − T0
Tc0 − T0

; Bi =
α

λn
r0;R0 = 1; Rk =

rk

r0
, k ∈ {1, n− 1};

a2k =
κk
κn
, Λk =

λk

λn
, k ∈ {1, n− 1}; a2n = 1; Λn = 1;

r — радиальная координата; t — время; T — температура; λ — коэффи-
циент теплопроводности; κ — коэффициент температуропроводности;
α = α(t) — коэффициент теплоотдачи; индекс k, k ∈ {1, n− 1}, отно-
сится к k-му слою многослойного покрытия, индекс n — к твердому
телу, индекс c — к внешней среде, индекс 0 — к начальным значе-
ниям величин. Функции Bi( Fo) и ζ( Fo) по смыслу решаемой задачи
являются неотрицательными и удовлетворяют условиям Гельдера [16].

Температурное состояние системы “твердое тело–покрытие” од-
нозначно устанавливается заданием безразмерных симплексов a2k и
Λk, k ∈ {1, n}, первый из которых характеризует теплоинерционные
свойства k-го слоя покрытия относительно твердого тела, а второй —
относительную теплопроводность твердого тела. При a2k = 1 = Λk,
∀ k = 1 : n, математическая модель (1)–(7) описывает процесс фор-
мирования температурного поля в неограниченном твердом теле с
цилиндрическим каналом, заполненным высокотемпературным газом,
при нестационарных условиях теплообмена в изучаемой системе,
определяемых функциональной зависимостью Bi = Bi( Fo). Для это-
го частного случая решение задачи в аналитически замкнутом виде
найдено в работе [12]. Аналогичный результат при наличии на поверх-
ности цилиндрического канала однослойного изотропного покрытия
получен в работе [13].

Условия, накладываемые на функции Bi( Fo) и ζ( Fo), не являются
жесткими и соответствуют реально существующим режимам тепло-
обмена с внешней средой [11–13]. Заметим также, что для рассматри-
ваемой задачи (1)–(7) выполнены все условия теоремы существования
и единственности ее решения [16].

Обобщенное интегральное преобразование Вебера для неогра-
ниченного твердого тела, содержащего цилиндрический канал с
многослойным покрытием. Для построения аналитического реше-
ния задачи (1)–(7) найдем соответствующее ей сингулярное интеграль-
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ное преобразование, применяемое по пространственной переменной ρ:

F (s) = V [f(ρ)] ≡

∞∫

R0

f(ρ)K(ρ, s)q(ρ) dρ; (8)

f(ρ) = V −1[F (s)] ≡

∞∫

−∞

F (s)K(ρ, s) dσ(s), (9)

где F (s) — изображение оригинала f(ρ) ∈ L2[R0,+∞), при этом ра-
венство (8) понимается в смысле стандартной нормы пространства
L2[R0,+∞) [14, 15]; K(ρ, s) — ядро интегрального преобразования с
параметром s, принимающим значения в поле вещественных чисел
R, а K(ρ, s) — комплексно-сопряженная по отношению к нему функ-
ция; q(ρ) и σ(s) — соответственно весовая и спектральная функции
сингулярного интегрального преобразования (8), (9).

1. Ядро интегрального преобразования. Из равенств (1)–(7) сле-
дует, что ядро интегрального преобразования

K(ρ, s) =






Kk(ρ, s), Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1},

Kn(ρ, s), Rn−1 < ρ < +∞
(10)

задается линейным дифференциальным оператором второго порядка

L[ ∙ ] ≡ a2
1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂

∂ρ

)

, ρ > R0; (11)

условиями сопряжения; соответствующими условиям (5) и (6) при
ρ = Rk, k ∈ {1, n − 1}; граничным условием (4) при ρ = R0 и
условием (7) его принадлежности классу интегрируемых с квадра-
том функций L2(R0,+∞). При этом граничное условие при ρ = R0,
согласно равенствам (4), (10) и общей теории интегральных преобра-
зований [14, 15], может быть представлено как

K1(ρ, s)
∣
∣
ρ=R0

= R0;
∂K1(ρ, s)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=R0

= Λ−11 Bi( Fo) ≡ h( Fo). (12)

Следует подчеркнуть, что, как следует из равенств (10), (12), ядро
сингулярного интегрального преобразования (8), (9) зависит не только
от пространственной переменной ρ и параметра s ∈ R, но и от числа
Фурье Fo, т.е. от времени.

Весовая функция q(ρ), приводящая линейный дифференциальный
оператор (11) к самосопряженному виду, определяется стандартным
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методом [14, 15] и имеет вид

q(ρ) = ρa−2 ≡






ρa−2k , Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1};

ρa−2n , Rn−1 < ρ < +∞.
(13)

Таким образом, ядро сингулярного интегрального преобразова-
ния (8), (9) должно удовлетворять уравнению

1

ρ

∂

∂ρ

[

ρ
∂K(ρ, s)

∂ρ

]

+ sa−2K(ρ, s) = 0, R0 < ρ < +∞, (14)

из которого с учетом равенств (10), (12), (13) находим

Kk(ρ, s) = C1kJ0

(
ρ
√
s

ak

)

+ C2kY0

(
ρ
√
s

ak

)

, k ∈ {1, n}, (15)

где J0( ∙ ) — цилиндрическая функция первого рода нулевого поряд-
ка (функция Бесселя); Y0( ∙ ) — цилиндрическая функция второго ро-
да нулевого порядка (функция Неймана). При этом коэффициенты
{C1k, C2k}nk=1 ядра интегрального преобразования (15) не зависят от ρ
и должны определяться из условий сопряжения для ядра интегрально-
го преобразования, соответствующих условиям (5) и (6) при ρ = Rk,
k ∈ {1, n− 1}.

В целях нахождения этих условий, а также проверки корректности
проведенных рассуждений воспользуемся известным [14, 15] свой-
ством сингулярных интегральных преобразований применительно к
рассматриваемой задаче:

V [L[f(ρ)]] = −sV [f(ρ)] + R0h( Fo)ζ( Fo), (16)

где V [ ∙ ] — оператор прямого интегрального преобразования (8), а опе-
ратор L[ ∙ ] определяется равенством (11). Можно показать, что равен-
ство (16) будет иметь место, если для ядра (10) интегрального преобра-
зования (8), (9) будут выполнены следующие условия сопряжения:

Λ−1k Kk(ρ, s)
∣
∣
ρ=Rk−0

= Λ−1k+1Kk+1(ρ, s)
∣
∣
ρ=Rk+0

; (17)

∂Kk(ρ, s)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=Rk−0

=
∂Kk+1(ρ, s)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=Rk+0

, k ∈ {1, n− 1}. (18)

2. Определение коэффициентов {C1k,C2k}nk=1 ядра интеграль-
ного преобразования. Для удобства дальнейших рассуждений введем
обозначения

pk = a
−1
k

√
s, k ∈ {1, n}. (19)

Тогда, согласно равенствам (15), (12), (17)–(19) коэффициенты
{C1k, C2k}nk=1, входящие в ядро (10) интегрального преобразования (8),
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(9), должны удовлетворять следующим системам линейных уравне-
ний: при k = 1

[
J0(p1R0) Y0(p1R0)
J ′0(p1R0) Y

′
0(p1R0)

] [
C11
C21

]

=

[
R0

p−11 h( Fo)

]

;

при k ∈ {1, n− 1}
[
J0(pk+1Rk) Y0(pk+1Rk)
J ′0(pk+1Rk) Y

′
0(pk+1Rk)

] [
C1,k+1
C2,k+1

]

=

=

[
Λ−1k Λk+1 0
0 p−1k+1pk

] [
J0(pkRk) Y0(pkRk)
J ′0(pkRk) Y

′
0(pkRk)

] [
C1k
C2k

]

.

Отсюда, с учетом известных [2, 14] свойств цилиндрических функций

J ′0(∙) = −J1(∙); Y
′
0(∙) = −Y1(∙);

Jν(∙)Y
′
ν(∙)− J

′
ν(∙)Yν(∙) = 2(π∙)

−1, ν ∈ R,

получаем
[
C11
C21

]

=
π

2
R0p1

[
−R0Y1(p1R0) −Y0(p1R0)
R0J1(p1R0) J0(p1R0)

] [
R0

p−11 h( Fo)

]

;

[
C1,k+1
C2,k+1

]

=
π

2
Rkpk+1

[
−RkY1(pk+1Rk) −Y0(pk+1Rk)
RkJ1(pk+1Rk) J0(pk+1Rk)

]

× (20)

×

[
Λ−1k Λk+1 0
0 p−1k+1pk

] [
J0(pkRk) Y0(pkRk)
−RkJ1(pkRk) −RkY1(pkRk)

] [
C1k
C2k

]

.

3. Спектральная функция. Для завершения процедуры постро-
ения сингулярного интегрального преобразования (8), (9) с ядром
K(ρ, s) и весовой функцией q(ρ), которые полностью определены ра-
венствами (10), (15), (19), (20) и (13) соответственно, необходимо най-
ти спектральную функцию σ(s). Для этого определим функцию

χ(ρ, s) =






χk(ρ, s), Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1};

χn(ρ, s), Rn−1 < ρ < +∞,
(21)

которая удовлетворяет уравнению (14), условиям сопряжения (17), (18)
и граничным условиям

∂χ1(ρ, s)

∂ρ

∣
∣
∣
∣
ρ=R0

= −R0; χ1(ρ, s)
∣
∣
ρ=R0

= h( Fo),

а также сопряженным граничным условиям (12). Непосредственно
проверяя, можно убедиться в том, что

χk(ρ, s) = v1kJ0(pkρ) + v2kY0(pkρ), k ∈ {1, n}; (22)
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[
v11
v21

]

=
π

2
R0p1

[
−R0Y1(p1R0) −Y0(p1R0)
R0J1(p1R0) J0(p1R0)

] [
h( Fo)
−p−11 R0

]

;

[
v1,k+1
v2,k+1

]

=
π

2
Rkpk+1

[
−RkY1(pk+1Rk) −Y0(pk+1Rk)
RkJ1(pk+1Rk) J0(pk+1Rk)

]

×

×

[
Λ−1k Λk+1 0
0 p−1k+1pk

] [
J0(pkRk) Y0(pkRk)
−RkJ1(pkRk) −RkY1(pkRk)

] [
v1k
v2k

]

, (23)

k ∈ {1, n− 1},

где {pk}nk=1 — параметры, связанные с параметром s ∈ R сингулярного
интегрального преобразования (8), (9) равенствами (19).

Теперь можно определить функцию

V (ρ, s) = χ(ρ, s) +m(s)K(ρ, s), R0 < ρ < +∞,

где m(s) — функция Вейля–Титчмарша [14], связанная со спектраль-
ной функцией σ(s) и определяемая из условия принадлежности V (ρ, s)
классу функций L2[R0,+∞), интегрируемых с квадратом по простран-
ственной переменной ρ ∈ [R0,+∞) при каждом фиксированном зна-
чении параметра s. Поскольку из равенств (10), (15), (20)–(22) следует,
что при каждом фиксированном значении параметра s

V (ρ, s)
∣
∣
R06ρ6Rn−1

∈ L2[R0, Rn−1],

то функция m(s) должна определяться из условия

V (ρ, s)
∣
∣
Rn−16ρ<+∞

= {χn(ρ, s) +m(s)Kn(ρ, s)} ∈ L
2[Rn−1,+∞)

при любом фиксированном значении параметра s.
Воспользовавшись известными [2, 14, 15] равенствами, связываю-

щими цилиндрические функции первого, второго и третьего родов:

Jν(∙) =
1

2

{
H(1)ν (∙) +H

(2)
ν (∙)

}
;

Yν(∙) =
1

2i

{
H(1)ν (∙)−H

(2)
ν (∙)

}
,

где H(1)ν (∙), H
(2)
ν (∙) — функции Ганкеля первого и второго рода порядка

ν соответственно, с учетом равенств (15), (19), (22), получаем

χn(ρ, s) +m(s)Kn(ρ, s) =

=
1

2
{(v1n − iv2n) +m(s)(C1n − iC2n)}H

(1)
0 (pnρ)+

+
1

2
{(v1n + iv2n) +m(s)(C1n + iC2n)}H

(2)
0 (pnρ).
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Согласно работам [14, 15] при каждом фиксированном значении пара-
метра s

H
(1)
0 (pnρ) ∈ L

2[Rn−1,+∞);

H
(2)
0 (pnρ) 6∈ L

2[Rn−1,+∞),

поэтому функция m(s) должна удовлетворять уравнению

(v1n + iv2n) +m(s)(C1n + iC2n) = 0.

Отсюда находим функцию Вейля–Титчмарша

m(s) = −
v1n + iv2n
C1n + iC2n

, (24)

где коэффициенты {Cjn}2j=1 и {vjn}2j=1 зависят от параметра s инте-
грального преобразования (8), (9) и определяются равенствами (19),
(20) и (23) соответственно. Нетрудно также убедиться в том, что функ-
ция m(s) не имеет особых точек.

Дифференциал спектральной функции σ(s) согласно общей теории
интегральных преобразований [14, 15] определяется как

dσ(s) =
Imm(s)

πR0[h2( Fo) + R20]
ds.

При любом фиксированном значении параметра s > 0 согласно ра-
венствам (19), (20), (23) и свойствам цилиндрических функций [2, 14]
коэффициенты {Cjn}2j=1 и {vjn}2j=1 вещественны. Поэтому имеем

(s > 0) ⇒ Imm(s) = −
C1nv2n − C2nv1n
C21n + C

2
2n

. (25)

Можно также показать, что при любом s < 0 функции C1n + iC2n и
v1n + iv2n в правой части равенства (24) остаются вещественными.
Поэтому получаем

(s < 0) ⇒ Imm(s) = 0.

Таким образом, дифференциал спектральной функции σ(s) имеет вид

dσ(s) =






Imm(s)

πR0[h2( Fo) + R20]
ds, s > 0;

0, s < 0,

(26)

где мнимая часть функцииm(s) определяется равенством (25), а функ-
ция h( Fo) — равенством (12).

4. Сингулярное интегральное преобразование. Для удобства
практического использования введем новые параметры {pk}nk=1 полу-
ченного интегрального преобразования, воспользовавшись равенства-
ми (19). В этом случае согласно равенствам (8)–(10), (13), (15), (25),
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(26) получаем

F (p) = V [f(p)] ≡

∞∫

R0

f(ρ)K(p, ρ)q(ρ) dρ;

f(ρ) = V −1[F (p)] ≡

∞∫

0

f(p)K(p, ρ) dσ(p); (27)

p =

{
pk, Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1};
pn, Rn−1 < ρ < +∞;

q(ρ) =

{
ρa−1k , Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1};
ρa−1n , Rn−1 < ρ < +∞;

K(p, ρ) =

{
Kk(pk, ρ), Rk−1 < ρ < Rk, k ∈ {1, n− 1};
Kn(pn, ρ), Rn−1 < ρ < +∞;

Kk(pk, ρ) ≡ Kk(pk, ρ) = Re
{
(C1k − iC2k)H

(1)
0 (pkρ)

}
=

= C1kJ0(pkρ) + C2kY0(pkρ), k ∈ {1, n};

dσ(p) =
2a2n {C2nv1n − C1nv2n}
πR0 {C21n + C

2
2n}

pn dpn

h2( Fo) + R20
,

где f(ρ) — функция-оригинал, т.е. f(ρ) ∈ L2[R0,+∞); коэффициенты
{C1k, C2k}nk=1, {vjn}

2
j=1 определяются равенствами (20) и (23) соот-

ветственно. Кроме того, если линейный дифференциальный оператор
L[ ∙ ] определяется равенствами (11), (2), то с учетом равенств (16),
(19) имеем

V [L [f(ρ)]] = −p2na
2
nV [f(ρ)] + R0h( Fo)ζ( Fo).

Заметим, что сингулярное интегральное преобразование (27) мож-
но рассматривать как аналог обобщенных интегральных преобразова-
ний Фурье и Вебера, соответственно использованных при нахождении
аналитического решения задачи теплопроводности для экранирован-
ного полупространства [11] и неограниченного твердого тела с цилин-
дрическим каналом, имеющим покрытие [13], в условиях нестацио-
нарного теплообмена с внешней средой.

Определение температурного поля в твердом изотропном теле,
содержащем цилиндрический канал с многослойным покрытием
его поверхности. Специфика исходной задачи (1)–(7) приводит к труд-
ностям принципиального характера при нахождении ее решения как
при применении интегрального преобразования Лапласа [1–3, 14] по
временно́й переменной Fo, так и при применении сингулярного ин-
тегрального преобразования (27) по пространственной переменной ρ.
В первом случае это, в основном, обусловлено наличием функцио-
нальной зависимости Bi = Bi( Fo), что во втором случае приводит к
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зависимости ядра сингулярного интегрального преобразования (27) от
числа Фурье, вследствие чего

V

[
∂Θ(ρ, Fo)
∂ Fo

]

6=
∂

∂ Fo
V [Θ(ρ, Fo)] .

Для преодоления возникших трудностей воспользуемся подходом,
в основе которого лежит идея расщепления ядра сингулярного инте-
грального преобразования, применяемого по пространственной пере-
менной [11–13].

Пусть далее
u(p, Fo) = V [Θ(ρ, Fo)] (28)

— изображение сингулярного интегрального преобразования (27) ре-
шения Θ(ρ, Fo) задачи (1)–(7). Вводя обозначения

Ak(pk, Fo) =
1

a2k

Rk∫

Rk−1

Θ(ρ, Fo)H(1)0 (pkρ)ρ dρ, k ∈ {1, n− 1};

An(pn, Fo) =
1

a2n

∞∫

Rn−1

Θ(ρ, Fo)H(1)0 (pnρ)ρ dρ; (29)

ωk(pk, Fo) = C1k − iC2k, k ∈ {1, n},

где функции {C1k, C2k}nk=1 определены равенствами (20), с учетом ра-
венств (27) приходим к следующему представлению изображения (28)
сингулярного интегрального преобразования:

u(p, Fo) =
n∑

k=1

Re
{
ωk(pk, Fo)Ak(pk, Fo)

}
. (30)

При этом справедливы тождества

V

[
∂Θ(ρ, Fo)
∂ Fo

]

≡ Re

{
n∑

k=1

ωk(pk, Fo)
dAk(pk, Fo)
d Fo

}

;

V

[
a2

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂Θ(ρ, Fo)
∂ρ

)]

≡

≡ −p2na
2
nRe

{
n∑

k=1

ωk(pk, Fo)Ak(pk, Fo)

}

+R0h( Fo)ζ( Fo). (31)

Таким образом, согласно равенствам (27)–(30) решение исходной
задачи (1)–(7) найдено, если известны функции {Ak(pk, Fo)}nk=1. В
свою очередь, эти функции согласно равенствам (1)–(7) и (27)–(31)
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являются решением задачи Коши для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка с параметрами {pk}nk=1:

Re

{
n∑

k=1

ωk(pk, Fo)

[
dAk(pk, Fo)
d Fo

+ p2na
2
nAk(pk, Fo)

]}

=

= R0h( Fo)ζ( Fo), Fo > 0; (32)

Ak(pk, 0) = 0, k ∈ {1, n}.

В соответствии с исходными допущениями, существует един-
ственное решение Θ(ρ, Fo) задачи (1)–(7) и, как следствие, согласно
равенствам (27), (28), существует единственная функция u(p, Fo) —
изображение сингулярного интегрального преобразования (27) это-
го решения. Поэтому из равенства (30) следует, что любое решение
{Ak(pk, Fo)}nk=1 задачи (32) позволяет найти искомое изображение
u(p, Fo). При этом из вещественности функций h( Fo) и ζ( Fo) следу-
ет, что задача Коши

n∑

k=1

ωk(pk, Fo)

[
dAk(pk, Fo)
d Fo

+ p2na
2
nAk(pk, Fo)

]

=

= R0h( Fo)ζ( Fo), Fo > 0; (33)

Ak(pk, 0) = 0, k ∈ {1, n},

является частным случаем задачи Коши (32) и, как следствие, любое
ее решение — решение задачи Коши (31).

Для упрощения дальнейших рассуждений представим задачу (33)
в матричной форме:

[ω1(pk, Fo) . . . ωn(pk, Fo)]





d

d Fo




A1(p1, Fo)
. . .

An(pn, Fo)



 +

+ p2na
2
n




A1(p1, Fo)
. . .

An(pn, Fo)









= R0h( Fo)ζ( Fo), Fo > 0;




A1(p1, 0)
. . .

An(pn, 0)



 =




0
. . .
0





и, воспользовавшись математическим аппаратом псевдообратных ма-
триц [17], преобразуем ее к следующему виду:

d

d Fo




A1(p1, Fo)
. . .

An(pn, Fo)



+ p2na
2
n




A1(p1, Fo)
. . .

An(pn, Fo)



 =
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= R0h( Fo)ζ( Fo)

[
n∑

k=1

|ωk(pk, Fo)|2
]−1 


ω1(p1, Fo)
. . .

ωn(pn, Fo)



 , Fo > 0;




A1(p1, 0)
. . .

An(pn, 0)



 =




0
. . .
0



 ,

где ωk(pk, Fo) — комплексно-сопряженная по отношению к ωk(pk, Fo)
функция.

Таким образом, при любом k ∈ {1, n} имеем

Ak(pk, Fo) = R0

Fo∫

0

[
n∑

k=1

|ωk(pk, τ)|
2

]−1

ωk(pk, τ)×

× h(τ)ζ(τ) exp
{
−p2na

2
n( Fo− τ)

}
dτ

и с учетом равенства (30) решение исходной задачи (1)–(7) в изобра-
жениях (28) сингулярного интегрального преобразования (27) можно
представить в виде

u(p, Fo) = R0

Fo∫

0

n∑

k=1

Re
{
ωk(pk, Fo)ωk(pk, τ)

}
×

×

[
n∑

k=1

|ωk(pk, τ)|
2

]−1

h(τ)ζ(τ) exp
{
−p2na

2
n( Fo− τ)

}
dτ,

где согласно равенствам (29) при любом k ∈ {1, n}

|ωk(pk, τ)|
2 =

2∑

j=1

C2jk(pk, τ);

Re
{
ωk(pk, Fo)ωk(pk, τ)

}
=

2∑

j=1

Cjk(pk, Fo)Cjk(pk, τ),

а функции {C1k, C2k}nk=1 определяются равенствами (20).

Для завершения проведенных исследований достаточно воспользо-
ваться формулой обращения из сингулярного интегрального преобра-
зования (27)

Θ(ρ, Fo) = V −1[u(p, Fo)], ρ > R0, Fo > 0,

где при каждом фиксированном значении Fo > 0 равенство понима-
ется в смысле стандартной нормы пространства L2[R0,+∞).
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Выводы. 1. При a2k = 1 = Λk, k ∈ {1, n}, из сингулярного инте-
грального преобразования (27) может быть получено обобщенное ин-
тегральное преобразование Вебера [12], а при a2k = 1 = Λk, k ∈ {1, n},
и Bi = ∞, что соответствует наличию в задаче (1)–(7) гранично-
го условия Θ(R0, Fo) = ζ( Fo), — известное интегральное преобра-
зование Вебера [1, 14, 15]. Поэтому сингулярное интегральное пре-
образование (27) можно рассматривать как обобщение интегрального
преобразования Вебера для математической модели (1)–(7) процесса
формирования температурного поля в неограниченном твердом теле,
содержащем цилиндрический канал с многослойным покрытием его
поверхности.

2. Разработанный аналитический метод решения задачи нестацио-
нарной теплопроводности для твердого изотропного тела с цилиндри-
ческим каналом, заполненным высокотемпературной внешней средой
и обладающим многослойным покрытием, может быть использован
при математическом моделировании процессов теплопереноса в ре-
жимах нагрева, сопровождаемых временны́м изменением условий теп-
лообмена с внешней средой.
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