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УДК 621.372

Б. И. Ш а х т а р и н, В. Ю. А л и в е р

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ДВУХ ПОДХОДОВ
К ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

На примере алгоритма взаимно компенсационного типа для уравне-
ний первого порядка наблюдения и сообщения показана равнознач-
ность двух подходов: линейной и нелинейной оптимальной фильтра-
ции.

Решение задач линейной фильтрации при наличии помех приводит
к алгоритмам взаимно компенсационного типа, которые предполагают
оценивание внешней помехи в одном из каналов и использованиe этой
оценки для компенсации помехи в другом канале. Цель настоящей ра-
боты— показать равнозначность двух подходов к решению задачи ком-
пенсации внешней помехи, т.е. эквивалентность методов линейной и
нелинейной оптимальной фильтрации.

Пусть принятое колебание имеет вид

y(t) = λ (t)+ξ (t)+n(t), (1)
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где λ (t) и ξ (t) — полезный сигнал и помеха, представляющие собой
гауссов марковский процесс, n(t) — гауссовский белый шум со спек-
тральной плотностью S0(ω) =N0 и нулевым математическим ожидани-
ем. Сигнал и помеху зададим следующими дифференциальными урав-
нениями:

λ̇ (t) =−αλ (t)+nλ (t); ξ̇ (t) =−βξ (t)+ nξ (t), (2)

где nλ (t) и nξ (t) — взаимонезависимые гауссовские белые шумы со
спектральными плотностями

Sλ (ω) = Nλ и Sξ (ω) = Nξ . (3)

Поскольку матрицы формирующего фильтра F и наблюдения H по-
стоянны, а уравнения линейны, справедлива линейная модель опти-
мальной фильтрации. Однако в работе [1] использовался аппарат не-
линейной оптимальной фильтрации.

Использование методов линейной оптимальной фильтрации.
C помощью аппарата линейной оптимальной фильтрации (двумер-

ного линейного фильтра Калмана) выведем дифференциальные урав-
нения оценок bλ и bξ .

Запишем уравнения в векторно-матричном виде:

y(t) = HΛ+ n(t) — принятое колебание, (4)

где H = [1;1]; Λ = (λ ;ξ )т;

dΛ
dt
= FΛ+w(t) — дифференциальное уравнение сообщения, (5)

где
F =

· −α 0
0 −β

¸
; w(t) =

·
nλ (t)
nξ (t)

¸
.

Дифференциальное уравнение оценки запишем в виде

dbΛ(t)
dt

= F(t)bΛ(t)+K(t)hy(t)−H(t)bΛ(t)i , (6)

где матрицу коэффициента усиления K(t) найдем из соотношения

K(t) = D(t)Hт(t)S−10 (t), (7)

где S−10 (t) =
·
N0(t) 0
0 N0(t)

¸−1
[2, 3].

Матрицу дисперсий ошибки измерения находим из соотношения [4]:
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dD(t)
dt

= F(t)D(t)+D(t)F т(t)+G(t)Q(t)G(t)т−
−D(t)Hт(t)S−10 (t)H(t)D(t), (8)

где Q=
·
Nλ 0
0 Nξ

¸
, G(t) в данном случае единичная матрица [2–4].

Поскольку рассматриваем стационарный случай,
dD(t)
dt

= 0, то и
матрицу дисперсий находим из следующего соотношения:

FD+DFт+Q−DHтN−10 HD= 0. (9)

Легко показать, что в выражении (9)

FD+DF т =

µ −2αd11 −(α +β )d12
−(α +β )d21 −2βd22

¶
, (10)

где d11, d12, d21, d22 — элементы матрицы D, причем d12 = d21. Кроме
того,

DHт =

µ
d11 d12
d21 d22

¶µ
1
1

¶
=

µ
d11+d12
d12+d22

¶
;

HD =
¡
1 1

¢µ d11 d12
d21 d22

¶
=
¡
d11+d12 d12+d22

¢
;

DHтN−10 HD= N
−1
0 DH

тHD=

= N−10

Ã ¡
d11+d12

¢2 ¡
d12+d22

¢¡
d11+d12

¢
¡
d12+d22

¢¡
d11+d12

¢ ¡
d11+d22

¢2
!
. (11)

Подставляя в соотношение (9) выражения (10), (11) и матрицуQ со-
гласно уравнению (4), получим систему уравнений для элементов ма-
трицы D:

Nλ − 2αd11−N−10
¡
d11+d12

¢2
= 0;

Nξ −2βd22−N−10
¡
d22+d12

¢2
= 0;

−(α +β )d12−N−10
¡
d11+ d12

¢¡
d22+d12

¢
= 0.

(12)

С учетом соотношения (7) запишем систему уравнений (12) в сле-
дующем виде:

Nλ −2αd11−N−10 K21 = 0;
Nξ −2βd22−N−10 K22 = 0;
−(α+β )d12−N−10 K1K2 = 0;
K1 = N

−1
0

¡
d11+ d12

¢
;

K2 = N
−1
0

¡
d22+ d12

¢
,

(13)
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где K1 и K2 — коэффициенты усиления, K = (K1 K2)
т.

Решив систему уравнений (13), получим коэффициенты усиления и,
согласно уравнению (6), находим оценку сигнала и помехи bΛ= (bλ ; bξ )т.
В скалярном виде систему дифференциальных уранений (6) запишем
так:

λ̇ ∗ =−αλ ∗+K1 [y(t)− (λ ∗+ξ∗)] ;
ξ̇ ∗ = −βξ ∗+K2 [y(t)− (λ ∗+ξ ∗)] .

(14)

Применим к уравнениям (14) преобразование Лапласа:

pλ ∗(p) = −αλ ∗(p)+K1 [Y (p)− (λ ∗(p)+ξ ∗(p))] ;
pξ ∗(p) =−βξ ∗(p)+K2 [Y (p)− (λ ∗(p)+ξ ∗(p))] .

(15)

Из выражения (15) находим передаточную функцию фильтра по
сигналу

Hλ (p) =
λ ∗(p)
Y (p)

=

K1−
K1K2

p+β +K2
p+α +K1−

K1K2
p+β +K2

=

=
K1(p+β +K2)−K1K2

(p+α +K1)(p+β +K2)−K1K2
(16)

и по помехе

Hξ (p) =
ξ ∗(p)
Y (p)

=

K2−
K1K2

p+α+K2
p+β +K2−

K1K2
p+α +K1

=

=
K2(p+α +K1)−K1K2

(p+α +K1)(p+β +K2)−K1K2
. (17)

Заменив в функциях (16) и (17) p на jω , найдем модуль передаточной
функции:

|Hλ ( jω)|=
K1
p

β 2+ω2q¡−ω2+αK2+βK1+αβ
¢2
+ω2

¡
α +β +K1+K2

¢2 ;
(18)

|Hξ ( jω)|=
K2
√
α2+ω2q¡−ω2+αK2+βK1+αβ
¢2
+ω2

¡
α +β +K1+K2

¢2 .
(19)
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Анализируя выражение (18), выявили, что модуль передаточной
функции фильтра зависит как от α и β , так и от мощностей сигна-
ла и помехи. На рис. 1–3 приведены графики, показывающие измене-
ние |Hλ ( jω)| в зависимости от α , β и отношение сигнал/шум (ОСШ)
η = σ 2λ

.³
σ2ξ +N0α

´
, где

σ 2λ =
Nλα
2
; σ 2ξ =

Nξβ
2
. (20)

Как видно из графиков, осуществляется частотная режекция
помехи.

Рассмотрим пример: α = 1, β = 0,1, N0= 40,Nξ = 0,5, Nλ = 1. Тогда
суммарный энергетический спектр на входе имеет вид (рис. 3)

Sx(ω) = Sλ (ω)+Sξ (ω)+N0 = σ 2λ
2α

α2+ω2
+σ 2ξ

2β
β 2+ω2

+N0,

где σ2λ , σ
2
ξ определяются согласно уравнению (20).

Использование аппарата нелинейной оптимальной фильтра-
ции. Согласно модели нелинейной оптимальной фильтрации, при гаус-
совском приближении (при расширенном фильтре Калмана) уравнения
фильтрации могут быть записаны в виде [1–5]

dbΛ
dt

= g(t, bΛ)+DÃ∂ s(t, bΛ)
∂ bΛ

!т
S−10

³
y(t)− s(t, bΛ)´ ; (21)

dD
dt

=

µ
∂g
∂ bΛ

¶
D+D(t)

µ
∂g
∂ bΛ

¶т
+GQGт−D

µ
∂ s
∂ bΛ

¶т
S−10 (t)

µ
∂ s
∂ bΛ

¶
D.

(22)
В данном случае имеют место следующие соотношения:

g(t, bΛ) = F bΛ; s(t, bΛ) = bλ + bξ ; µ ∂ s
∂Λ

¶т
= [1 1]т . (23)

Функция F(t, bΛ) здесь имеет вид [2, 4]
F(t, bΛ) = S−10 ·

y
³bλ + bξ´−0,5³bλ + bξ´2¸ ; ∂F

∂λ =− (λ + ξ ) . (24)

В результате получаем линейное дифференциальное уравнение

dbΛ(t)
dt

= F(t)bΛ(t)+D(t)Hт(t)S−10 (t)
h
y(t)−bλ (t)− bξ (t)i . (25)
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Рис. 1. Спектр сигнала Sλ (ω) и помехи Sξ (ω) на входе (а, в), модуль частотной
характеристики по сигналу |Hλ (iω)|:
1— ОСШ=1; 2— ОСШ=10; 3— ОСШ=100 (б, г); α/β = 10 (а, б); α/β = 0,1 (в, г)
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Рис. 2. Модуль частотной характеристики по сигналу |Hλ (iω)| и по помехе
|Hξ (iω)| при α = 1, β = 0,1, N0 = 40, Nξ = 0,5, Nλ = 1

Рис. 3. Спектр сигнала на входе Sx(ω) = Sλ (ω)+ Sξ (ω)+N0 (a); спектр сигнала
на выходе Sy(ω) = Sx(ω)|Hλ (iω)|2 при α = 1, β = 0,1, N0 = 40, Nξ = 0,5, Nλ = 1 (б )

С учетом соотношения (14) видно, что уравнения(25) и (8) совпадают.
Рассмотрим уравнение для матрицы дисперсий (22). Здесь

∂g
∂ bΛ = F ;

∂ s
∂ bΛ = H ; GQGт = Q. (26)

Таким образом, подставляя соотношения (26) в уравнение (22), полу-
чаем линейное дифференциальное уравнение

dD
dt

= FD+DFт+Q−DHтS−10 HD,

совпадающее с полученным ранее уравнением (8).

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. "Машиностроение". 2003. № 4 31



Таким образом, на основе методов оптимальной фильтрации реше-
на задача оценки сообщения и помехи для приведенных ранее условий,
показана эквивалентность методов линейной и нелинейной оптималь-
ной фильтрации в случае линейных дифференциальных уравнений сиг-
нала и помехи и постоянных матриц формирующего фильтра и наблю-
дения.
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