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АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ
КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ СЕТОК
ДЛЯ РАСЧЕТА АЭРОТЕРМОДИНАМИКИ
СПУСКАЕМЫХ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ

Приведены аналитические методы построения многоблоч-
ных конечно-разностных сеток, предназначенных для расчета
обтекания и нагрева спускаемых космических аппаратов. Про-
анализированы преимущества и недостатки различных сеточных
конфигураций. Представлены примеры расчетных сеток для трех
форм космических аппаратов: Pathfinder (США), Mars Sample
Return Orbiter (MSRO, Европейское космическое агентство) и
сегментально-конического космического аппарата (Россия).

Проблема построения конечно-разностных сеток — одна из глав-
ных в вычислительной аэродинамике. При всей кажущейся простоте
постановки задачи о построении требуемой конечно-разностной сет-
ки, решение этой проблемы еще далеко до своего завершения. В самом
деле, задача о создании конечно-разностной сетки может быть сформу-
лирована следующим образом: построить двух- или трехмерную сетку
для расчетов аэротермодинамики космического аппарата (КА) задан-
ной формы, которая вносила бы минимальные погрешности при рас-
чете аэродинамических и тепловых характеристик обтекания при ис-
пользовании адекватных исследуемым процессам конечно-разностных
схем. Однако при попытке создания таких сеток сразу возникает боль-
шое количество противоречивых требований и условий, выполнить ко-
торые можно только при использовании оптимизирующих алгоритмов,
в результате чего не удается избежать заметной погрешности, вноси-
мой сеточной конфигурацией в расчетные данные. Поэтому очень ча-
сто проблема минимизации численных погрешностей формулируется
не по отношению к проблеме создания совершенных расчетных мето-
дов, а по отношению к проблеме построения наиболее подходящих для
каждого конкретного случая расчетных сеток. Особенно это важно при
решении практически важных задач аэродинамики и теплообмена, ко-
гда отсутствует возможность длительного и тщательного исследования
различных конечно-разностных схем, но имеется положительный опыт
применения выбранных ранее расчетных схем и алгоритмов.

24 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2004. № 2



Важность указанной проблемы признается многими вычислите-
лями–аэродинамиками, о чем свидетельствуют ежегодные научные
конференции по проблеме генерации конечно-разностных сеток. При-
мечателен также еще один факт: даже несмотря на достаточно высо-
кую стоимость подобных программных продуктов (несколько тысяч
долларов за одну постановку на компьютере), наиболее совершенные
из них находятся под контролем правительства США и других стран–
разработчиков. Вместе с этим практический опыт использования таких
программ показывает, что они отнюдь не являются совершенными и
очень часто при их работе возникают неразрешимые проблемы.

Проблема построения качественных конечно-разностных схем не-
избежно встает перед научными группами, ведущими фундаменталь-
ные и прикладные исследования в области вычислительной аэродина-
мики, и от ее решения часто зависит конечный результат многих уси-
лий.

В настоящей работе приведены некоторые простейшие аналитиче-
ские методы построения конечно-разностных схем, которые использо-
вались при решении практических задач аэротермодинамики КА, спус-
каемых в атмосферу Марса. Достоинства и недостатки этих методов
подробно обсуждаются далее.

Построение конечно-разностной сетки вблизи КА сегменталь-
но-конической формы. Геометрия КА сегментально-конической фор-
мы и двухблочная схема расчетной области приведены на рис. 1, а,б
[1]. Первый блок расчетной области (A1B1C1D1) ограничен лобовой
поверхностью КА (A1B1), внешней границей расчетной области со
стороны набегающего невозмущенного потока (C1D1), осью симме-
трии (D1A1) и конической поверхностью (B1C1), являющейся про-
должением обратного конуса (B2C2), образующего заднюю поверх-
ность КА. Второй блок расчетной области ограничен осью симметрии
0D2E2, внешней границей, расположенной в невозмущенном газовом
потоке (A2F2), выходной границей газового потока (E2F2) и грани-
цей A2B2C2D2, состоящей из трех частей: A2B2 — области газового
потока, смежной к первому блоку расчетной сетки; B2C2 и C2D2— ко-
нической и сегментальной поверхностей КА. Направление изменения
узлов расчетных сеток показано на рис. 1, а.

Для построения расчетной сетки заданы следующие исходные дан-
ные, характеризующие геометрию КА: Rn — радиус лобового сфери-
ческого сегмента (радиус кривизны участка поверхности A1B1); Rb —
радиус сферического сегмента донного затупления; 2ϕ1 — угол рас-
крытия конической поверхности (ϕ1 — угол между лучом A2B2C2 и
осью симметрии); 2ϕ2 — центральный угол лобовой поверхности (ϕ2
— угол между лучом X0B2 и осью симметрии).
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Заметим, что в практике экспериментальных и расчетно-теорети-
ческих работ исследуется целое семейство сегментально-конических
аппаратов, подобных тому, что показан на рис. 1. В настоящей рабо-
те проанализирована форма КА, задаваемая следующими значениями:
Rn = 553, 8 см, Rb = 34 см, ϕ1 = 35◦, ϕ2 = 22, 62◦.

Заданы также параметры внешней границы расчетной области (см.
рис. 1): L0— осевая координата точкиE2;R0— радиальное расстояние
точки F2.

Положение КА внутри расчетной области задано только одной ко-
ординатой X0 — осевой координатой центра симметрии лобовой по-
верхности КА.

Используя заданные величины, можно рассчитать координаты то-
чек A1, B1, C2, D2, d, f :

zA1 = X0 − Rn; RA1 = 0;

zB1 = X0 − Rn cosϕ2; RB1 = Rn sinϕ2;

zd = zB1 +
RB1
tgϕ1

; Rd = 0;

zC2 = zB1 +
RB1 − RC2

tgϕ
; RC2 = Rb cosϕ1;

zf = zC2 − Rb sinϕ1; Rf = 0;

zD2 = zf + Rb; RD2 = 0.

Несмотря на то, что геометрия внешней границы расчетной обла-
сти обычно подбирается достаточно простой, при ее выборе следует
учитывать некоторые дополнительные условия. Главным требованием
к внешней границе является по возможности более адекватное описа-
ние поля течения. Координатные линии расчетной сетки должны пре-
имущественно отражать структурные особенности течения.В невозму-
щенной области течения допустимо расположение небольшого числа
узлов расчетной сетки. Еще одним важным требованием, предъявляе-
мым к внешней границе расчетной области, является удобство расче-
та координат пересечения произвольного луча из любой внутренней
точки расчетной области с этой границей. Задача отыскания указан-
ных координат возникает при решении задач радиационной газовой ди-
намики, когда необходимо расcчитать перенос теплового излучения в
возмущенной области течения с использованием методов дискретных
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Рис. 2. Двухблочные расчетные сетки эллиптического (а), степенного (б) и пара-
болического (в) типов

ординат или метода дискретных направлений (другое название этого
метода—Ray-tracing method) [2]. Заметим также, что не последнее зна-
чение имеет эстетика расчетной сетки.

На рисунках 2, а,б,в показаны примеры расчетных сеток, построен-
ных вблизи поверхности одного и того же КА сегментально-коничес-
кой формы. Заметим, что процедура сгущения сеток вблизи любой из
границ аналогична для всех сеточных конфигураций. Проблема сгуще-
ния сеток будет рассмотрена далее.

На рис. 2, а показана расчетная область, ограниченная эллиптиче-
ской внешней границей. В трехмерном случае— это эллипсоид враще-
ния. В этом случае уравнение внешней поверхности имеет вид

x2

R2
0

+
y2

R2
0

+
(z − L0)2

L20
= 1, (1)

где ось z направлена вдоль оси симметрии КА; L0, R0 — полуоси эл-
липса в направлении z и r (см. рис. 1, б). Поскольку рассматривается
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осесимметричная задача, то

r2 = x2 + y2,

а оси x и y образуют правую тройку прямоугольных декартовых коор-
динат совместно с осью z. Поэтому внешняя граница рассчитывается
по формуле

r (z) = R0

s
1− (z − L0)2

L20
.

Важным преимуществом эллиптической формы является простой
аналитический вид координат точек пересечения поверхности с произ-
вольным лучом ~Ω, испущенным из любой внутренней точки расчетной
области.Уравнение прямой линии, отвечающей такому лучу, имеет вид

x − x0
ωx

=
y − y0
ωy

=
z − z0
ωz

= t, (2)

где x0, y0, z0 — координаты точки, из которой испускается луч; ωx,
ωy, ωz — направляющие косинусы единичного вектора ~Ω, характери-
зующего направление луча. Координаты указанной точки пересечения
находятся при решении системы уравнений (1), (2), подробно исследу-
емой в аналитической геометрии [3]:

t1,2 =
−B ±√B2 − 4AC

2A
,

где

A = ω2x + ω2y +
R2
0

L20
ω2z ;

B = 2x0ωx + 2y0ωy + 2 (z0 − L0)ωzR
2
0

L20
;

C = x20 + y
2
0 + (z0 − L0)2

R2
0

L20
− R2

0.

Из двух корней выбирается t > 0:
Координаты точки пересечения с поверхностью определяются по

уравнению (2)

x = x0 + ωxt, y = y0 + ωyt, z = z0 + ωzt.

Расчетная сетка, показанная на рис. 2, а, построена в двух областях
с использованием разных алгоритмов.
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Для построения сетки блока № 2 применен аналитический метод.
На участке A2B2 расположение узлов сетки считается заданным, так
как эта конфигурация уже определена для блока № 1. На участках по-
верхности B2C2 и C2D2 расположение точек задано в соответствии с
функцией сжатия SBC и SCD (подробнее функции сжатия обсуждаются
ниже). Кроме того, из общего числа точек NJ2, заданных для границ
A2B2C2D2 и F2E2, число NI1 определено для блока № 1. Оставшие-
ся (NJ2 − NI1 + 1) точки распределяются на участках B2C2 и C2D2

в зависимости от геометрии задней поверхности КА. Таким образом,
в рассматриваемом алгоритме построения расчетной сетки блока № 2
изначально считаются заданными координаты точек (rj, zj) на границе
A2B2C2D2.

Из каждой точки (rj, zj) до границы E2F2 проводится дуга эллипса,
вычисляемая по следующим формулам:

r = Hj

s
1− (z − L0)2

L2j
, (3)

где
Lj =

L0 − zjq
1− ¡r2j±H2

j

¢ , Hj =
rj
r1
R0.

Соотношение (3) задает эллипс, проходящий через точки (rj, zj) и
(Hj, L0) (см. рис. 1, б).

Заметим, что величину Hj можно выбирать по-другому, однако,
если окажется, что Hj < zj , то указанный алгоритм приведет к ошиб-
ке.

В первой расчетной области используется алгоритм алгебраических
отображений, подробно изложенный в работе [4].

Помимо расчетной сетки, ограниченной эллиптической поверхно-
стью, представляет интерес класс расчетных сеток, ограниченных сте-
пенной зависимостью вида

z

L0
=
rm

Rm
0

, (4)

где m > 2.
Как уже отмечалось ранее, уравнение любого луча, находящегося

внутри расчетной области, определяется формулой (2), поэтому для
определения координат точек пересечения луча с поверхностью необ-
ходимо решить систему уравнений (2) и (4), дополненную уравнением
плоскости z = L0.
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Решив уравнение (4) относительно z, получим нелинейную функ-
цию следующего вида:

F (z) =

"µ
x0 + ωx

z − z0
ωz

¶2
+

µ
y0 + ωy

z − z0
ωz

¶2#m
2

− Rm
0

L0
z = 0, (5)

для поиска корней которой можно использовать численный алгоритм.
Простейший алгоритм представлен ниже.

При ωz > 0 имеем очевидное условие

z ∈ [z0, L0] .

Если искомое решение z < L0, то оно отыскивается методом деле-
ния отрезка пополам (в качестве начального приближения выбирается
[z0, L0]). Проверим выполнение этого условия. Пусть z = L0, тогда из
уравнения (2) получим

t =
L0 − z0

ωz
,

что позволяет оценить неравенство

r =

q
(x0 + ωxt)

2 + (y0 + ωyt)
2 > R0. (6)

Если неравенство (6) справедливо, то луч пересекает поверхность (4).
В противном случае луч пересекает плоскость z = L0.

При ωz < 0 имеем очевидное условие

z ∈ [0, z0] .

Подходящий корень функции (5) ищем численным методом деле-
ния отрезка пополам (в качестве области определения выбираем отре-
зок [0, z0]). После нахождения z, рассчитываем t, а затем — x и y по
уравнению (2).

Если ωz = 0, то z = z0, и расстояние от оси симметрии до поверх-
ности

r = R0 m

r
z0
L0
.

Поэтому для нахождения координат x и y надо решить квадратное урав-
нение

(x0 + ωxt)
2 + (y0 + ωyt)

2 =
h
R0 (z0/L0)

1/m
i2
,

или
t2 + 2 (ωxx0 + ωyy0) t+ x

2
0 + y

2
0 − R2

0 (z0/L0)
2/m = 0,
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так как в этом случае ω2x + ω2y = 1. Из двух корней уравнения следует
выбрать положительный.

Заметим, что при ωz → 0 изложенный алгоритм численного реше-
ния задачи о пересечении луча с внешней поверхностью может приве-
сти к большой погрешности расчета координат x и y. Поэтому в расче-
тах целесообразно применять алгоритм расчета для ωz = 0 в некотором
конечном диапазоне

ωz ∈ [−ε,+ε] ,
где, например, ε = 0, 01.

Безотносительно к величине направляющего косинуса ωz можно ис-
пользовать алгоритм численного решения нелинейного алгебраическо-
го уравнения, сформулированного относительно длины отрезка луча до
точки его пересечения с поверхностью:

(r + ωrt)
m

Rm
0

− (z + ωzt)

L0
= 0,

где ωr — направляющий косинус луча по отношению к оси r.
Теперь рассмотрим построение расчетной сетки в 2-й области при

использовании уравнения (4) для внешней границы. Пусть через точку
(rj, zj) на поверхности КА проведена кривая, описываемая зависимо-
стью (см. рис. 1, б):

z − zB
L0 − zB =

rm

Rm
0

.

При построении сетки задаем изменение zi по любому подходящему
закону.

Тогда

ri = RC · m

r
zi − zB
L0 − zB , (7)

где
RC = R0

rj
rA
,

zB =
zj − (rA/R0)m L0
1− (rA/R0)m .

Из рис. 1, б видно, что параметры RC и zB задают координаты кри-
вой (4), проходящей через точку (rj, zj).

Для расчетов по формуле (7) достаточно использовать однородную
сетку zi на отрезке z ∈ [zj , L0]. После того, как выполнен расчет ко-
ординат (rj, zj) следует построить массив длин отрезков вдоль данной
кривой:

li = li−1 +
q
(ri − ri−1)2 + (zi − zi−1)2; i = 2, . . . , NI ; l1 = 0,
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а затем, используя заданную функцию сжатия–растяжения, определить
окончательные значения длин отрезков li и соответствующие значе-
ния координат (rj, zj). Конечно-разностная сетка у поверхности КА
сегментально-конической формы при m = 3 показана на рис. 2, б.

Изложенный алгоритм использования простейших аналитических
зависимостей для внешней границы расчетной области легко обобща-
ется в случае кусочно-аналитической аппроксимации, когда в разных
блоках расчетной области используются разные степенные зависимо-
сти.Очевидное достоинство этого метода— большая гибкость постро-
ения внешней поверхности. Недостатком этого метода является услож-
нение алгоритма расчета координат пересечения лучей с внешней гра-
ницей, что требуется при решении задач радиационной газовой дина-
мики. В качестве примера на рис. 2, в показана сетка, построенная для
двух параболических зависимостей.

Приведенные ранее расчетные сетки были построены без оптимиза-
ции сгущения узлов в отдельных участках расчетной области. Исполь-
зованиефункций сжатия–растяжения позволяет оптимизировать сет-
ку для реальных расчетов.Пример расчетной сетки, пригодной для про-
ведения расчетов обтекания КА сегментально-конической формы, при-
веден на рис. 3.

Функции сжатия-растяжения узлов разностной сетки. Анали-
тические функции сжатия–растяжения позволяют создавать сгуще-
ние узлов разностной сетки в наперед заданных участках расчетной

Рис. 3.Двухблочная расчетная сетка степенного типа, используемая для аэротер-
модинамических расчетов
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Рис. 4. Криволинейная коорди-
натная линия в прямоугольной
декартовой системе координат

области. Такие функции создаются, как
правило, для единичных отрезков, на ко-
торых вводятся переменные двух типов:
по одной из них вводится однородная
расчетная сетка, а по другой — неодно-
родная, с заданным аналитическим за-
коном сгущения узлов сетки. Примеры
различных функций сжатия–растяжения
сетки можно найти в работах [4, 5].

Рассмотрим некоторые из алгорит-
мов. Пусть имеется некоторая криволи-
нейная координата η, для которой необ-

ходимо создать неоднородную разностную сетку с заданным сгущени-
ем узлов (рис. 4). Пусть ηA и ηB — начальная и конечная координаты,
а lj = ηj − ηA— длина соответствующего отрезка.

Введем новую координату

η̄ =
η − ηA
ηB − ηA

,

определенную на отрезке η̄ ∈ [0, 1].
Введем однородную сетку

ω̄ =
©
η̄j , h̄ = ηj+1 − ηj = const; j = 1, . . . , NJ

ª
.

От однородной сетки ω̄ к неоднородной сетке

ω = {ηj , h = ηj+1 − ηj 6= const; j = 1, 2, . . . , NJ}
переходят, используя некоторую аналитическую функцию, называе-
мую функцией сжатия–растяжения (далее для краткости будем ис-
пользовать термин функция сжатия). В работе [4] предложена следу-
ющая функция:

ηj = P η̄j + (1− P )
½
1− th [Q (1− η̄j)]

thQ

¾
,

где P и Q— числовые параметры, задающие степень неоднородности
расчетной сетки.

В работе [5] проанализирована однопараметрическая формула вида

ηj =
ln (1 + Qη̄j)

ln (1 + Q)
,

где Q— параметр, управляющий сгущением узлов.

34 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2004. № 2



Используя аналогичный подход, удается получить сгущение вблизи
двух границ отрезка [5]:

ηj =
1

2

½
1 +

ln (1 + P η̄j)

ln (1 + P )
− ln [1 + Q (1− η̄j)]

ln (1 + Q)

¾
.

Имеются также формулы для сгущения узлов сетки в окрестности про-
межуточной точки отрезка [6].

Весьма простые формулы растяжения основаны на тригонометри-
ческих соотношениях. Например, сгущение сетки вблизи обеих границ
отрезка или в его центральной части позволяет получить формула вида

y = tg(βx),

где β — параметр сгущения сетки.
Рассмотрим построение сетки со сгущениями вблизи границ отрез-

ка единичной длины [sA = 0, sB = 1]. Пусть

xmin = −π

2
+ ε1 и xmax = +

π

2
− ε2,

где величины ε1,2 6= 0 так же, как и параметр сгущения сетки β, позво-
ляют регулировать степень неоднородности сетки вблизи границ A иB
(рис. 5). Если ε1 = ε2, то сгущение сетки вблизи обеих границ одина-
ковоe, если ε1 6= ε2— разное.

В рассматриваемом случае однородная сетка

ω̄j =

½
yj = ymin + (j − 1) h̄; h̄ = ymax − ymin

NJ − 1 ; j = 1, 2, . . . , NJ

¾

Рис. 5. К построению неоднородной расчетной сетки с использованием тригоно-
метрических функций

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2004. № 2 35



строится на отрезке (см. рис. 5)

ymin = tg (βxmin), ymax = tg(βxmax).

Тогда неоднородная сетка со сгущениями узлов вблизи границ A и B
задается формулой

sj = sA + (sB − sA) xj − xmin
xmax − xmin , xj =

1

β
arctg(yj).

Если задать
xmin = 0 и xmax = +

π

2
− ε,

тогда
ymin = 0, ymax = tg(βxmax),

и используя однородную сетку по х

ω̄j =

½
xj = xmin + (j − 1) h̄; h̄ = xmax − xmin

NJ − 1 ; j = 1, 2, . . . , NJ

¾
,

(8)
можно построить сгущение узлов в окрестности точки А:

sj = sA + (sB − sA) yj − ymin
ymax − ymin , yj = tg(βxj). (9)

Если задать
xmin = −π

2
+ ε и xmax = 0,

тогда
ymin = tg(βxmin), ymax = 0,

используя однородную сетку (8) по х ,можно построить сгущение узлов
в окрестности точки B.

Еще одна модификация данного алгоритма позволяет вводить сгу-
щение в окрестности промежуточной точки s∗ отрезка [sA, sB].Величи-
не s∗ поставим в соответствие величину y∗ = 0. Поэтому, если задать
ε 6= 0 и рассчитать

xmax =
π

2
− ε, ymax = tg(βxmax),

то из выражения (9) найдем

y∗ = 0 = ymin +
s∗ − sA
sB − sA (ymax − ymin)

и
ymin = ymax

s∗ − sA
s∗ − sB ,
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после чего рассчитаем

xmin =
1

β
arctgymin.

На отрезке [xmin, xmax] задаем однородную сетку (8), после чего рас-
считываем неоднородную сетку

yj = tgβxj,

а по выражению (9) — искомую шкалу sj .
Произвольные координаты η, используя сетки sj , преобразуют по

формуле линейной интерполяции

ηj = ηA + (ηB − ηA)
sj − sA
sB − sA .

Примеры сеток, построенных с использованием тригонометриче-
ских функций, показаны на рис. 6. Параметры неоднородных сеток,
приведенных на рисунках, позволяют получить представление об их
влиянии на степень сгущения узлов сетки.

Использование аналитических методов построения неоднород-
ных сеток в двумерном пространстве. Простейшим и достаточно на-
дежным методом, используемым в двумерном случае, является линей-
ная интерполяция. Рассмотрим этот метод на примере построения сет-
ки между осью симметрии D2E2 и внешней границей A2F2 блока № 2
расчетной области (см. рис. 1, а).Пусть вдоль отрезковD2E2 иA2F2 за-
даны координаты (ηDE)i и(ηAF )i, которые были рассчитаны с исполь-
зованием любого из приведенных ранее методов построения неодно-
родной сетки. Тогда для каждой j-й координатной линии

ηi,j = (ηAF )i + ϕj [(ηDE)i − (ηAF )i] ,

где
ϕj =

ξ1,j − ξ1,1
ξ1,NJ − ξ1,1

.

Рассмотрим метод алгебраического отображения [4] для несколь-
ко более сложного случая: когда заданы координаты узловых точек
только на границе расчетной области, т.е. есть, предположим, что нам
известны только координаты точек:

x1,j , y1,j , (на границеA2D2);
xNI,j , yNI,j , (на границеF2E2);
xi,1, yi,1, (на границеA2F2);
xi,NJ , yi,NJ , (на границеD2E2).
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Рис. 6 (начало). Типы неоднородных сеток
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Рис. 6 (окончание)

Тогда простейшая линейная интерполяция проводится по формулам:

xi,j = (1− ηij) xi,NJ + ηijxi,1, (10)

yi,j = (1− ηij) yi,NJ + ηijyi,1, i = 1, 2, ..., NI ; j = 1, 2, . . . , NJ. (11)

Сетка внутри расчетной области однозначно определена соотношени-
ями (10) и (11).

Недостатком такого метода является отсутствие контроля за накло-
ном координатных линий вблизи границ расчетной области, в то время,
как во многих случаях желательно иметь сетку, ортогональную гранич-
ным поверхностям. В этом случае можно использовать метод многих
поверхностей [4].

Сетка «О»-типа для расчета обтеканияКАPathfinder. Геометрия
КА Pathfinder (а также модель атмосферы Марса и параметры одной из
траекторий входа) представлены в работах [7–9]. Для расчета обтека-
ния КА Pathfinder применим расчетную сетку «О»-типа. Геометрия КА
и расчетной области приведены на рис. 7. Расчетная область предста-
вляет собой полукруг диаметром TG = 2RD = 1000 см. Космический
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Рис. 7. Геометрия космического аппарата Pathfinder. Расчетная область
“O”-типа

аппарат— это осесимметричное тело вращения (ABCDEF ) с радиу-
сом Миделя Rb = 130 см. Наветренная сторона КА состоит из кони-
ческой поверхности BC , сопряженной со сферическим сегментом AB
радиусом Rn = 66, 38 см. Угол полураствора конуса BC (по отноше-
нию к оси z) составляет ϕ1 = 70, 19◦.Подветренная сторона КА (DEF )
представляет собой усеченную коническую поверхность DE. Угол по-
лураствора данной поверхности ϕ2 = 46, 63◦. Радиус задней круговой
поверхности EF Ra = 28, 55 см. Конические поверхности BC и DE
сопряжены круговым сегментом с радиусом Rc = 6, 62 см.

В данном случае (рис. 7) используется одноблочная расчетная сетка
с пятью участками построения неоднородной сетки (см. рис. 7): ABST
— область вблизи носового затупления; BCRS — область вблизи ло-
бовой конической поверхности; CDPR — область вблизи сопряже-
ния лобовой и задней конических поверхностей; DEHP — область за
обратной конической поверхностью DE; EFGH — область следа.

Для расчета сетки на поверхности КА используются аналитические
соотношения для каждого из пяти участков. Первый участок (AB):

zi = z0 − Rncosαi; ri = Rnsinαi; αi = (i− 1)h1;

i = 1, 2, . . . ,M1; h1 =
1

M1 − 1
³π
2
− ϕ1

´
,
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гдеM1— число узлов на первом участке, включая первый узел на оси
симметрии (точкаA) и последний узел (точкаB), являющийся одновре-
менно первым узлом на втором участке; z0— осевая координата центра
кривизны носового сферического сегмента.

Второй участок (BC):

zi = zB+(i− 1) h2cosϕ1; ri = rB+(i − 1) h2sinϕ1, i = 2, 3, . . . ,M2;

h2 =
LBC
M2 − 1; LBC =

rC − rB
sinϕ1

;

rC = Rb − RC (1 − cosϕ1) ; rB = Rncosϕ1,

гдеM2 — число узлов на втором участке, включая точки B и C . Заме-
тим, что осевая координата точки C рассчитывается также по формуле

zC = z0 − Rnsinϕ1 + LBCcosϕ1.
Третий участок (CD). Сначала рассчитываются координаты точки

U , отвечающей миделеву сечению КА:

zu = zC + Rccosϕ1 = z0 − Rnsinϕ1 + LBCcosϕ1 + Rccosϕ1; ru = Rb.

Тогда радиальная координата центра симметрии кругового сегмента
CD равна

rV = Rb − Rc.
Координаты узлов сетки на поверхности этого сегмента рассчиты-

ваются по формулам:

zi = zu + Rccosαi; ri = rV + Rcsinαi;
αi = h3 (i− 1) + ϕ1, i = 2, 3, . . . ,M3;

h3 =
ϕ1 + ϕ2
M3 − 1 ,

гдеM3— число узлов на третьем участке, включая граничные точки C
и D.

Координаты точки D могут быть также рассчитаны по формулам:

zD = zU + Rcsinϕ2; rD = rV + Rccosϕ2.

Четвертый участок (DE). Осевая координата точки E находится
по формуле

zE = zD +
rD − rE
tgϕ2

= zD +
rD − Ra

tgϕ2
,

так как rE = Ra.
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Координаты узлов сетки на конической поверхности

zi = zD + (i − 1) h4cosϕ2;
ri = rD − (i − 1)h4sinϕ2, i = 2, 3, . . . ,M4;

h4 =
LDE
M4 − 1; LDE =

rD − rE
sinϕ2

,

гдеM4— число узлов на четвертом участке, включая граничные точки
D и E.

Пятый участок (EF ). Координаты узлов сетки рассчитываются по
формулам:

zi = zE ; ri = rE − (i− 1)h5, i = 2, 3, . . . ,M5; h5 =
rE

M5 − 1 ,

где M5 — число узлов на пятом участке, включая граничные точки E
и F .

Распределение точек на внешней границе TG регулируется задани-
ем долей полукруга TG для отрезков TS, TR, TP , TH , а также коэф-
фициентами сжатия–растяжения сетки на каждом из отрезков.

Недостаток показанной на рис. 7 сетки— сложность формулиров-
ки граничных условий на выходной (правой) границе расчетной обла-
сти. Для упрощения формулировки координатные линии целесообраз-
но направить вдоль потока газа. Простым и надежным способом явля-
ется также введение сгущения узлов в окрестности внешней границы.
Для этих целей лучше использовать малое число узлов сетки при очень
сильной степени сжатия.

Еще одним простым способом является использование одной или
двух дополнительных поверхностей вблизи внешней границы области.
Пример такой расчетной сетки показан на рис. 8. В этом случае коор-
динаты узлов двух вспомогательных поверхностей рассчитываются по
формулам:

z
(2)
j = zNI−2,j + ω2(zNI,j − zNI−2,j), j = 1, 2, ..., NJ ;

r
(2)
j = rNI−2,j + ω2(rNI,j − rNI−2,j), j = 1, 2, ..., NJ ;

и

z
(1)
j = z2j + ω1(zNI,j − z(2)j ), j = 1, 2, ..., NJ ;

r
(1)
j = r

(2)
j + ω1(rNI,j − r(2)j ), j = 1, 2, ..., NJ,

где ω2 = 0, 5 и ω1 = 0, 8.
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Рис. 8. Расчетная сетка с дополнительной поверхностью вблизи внешней грани-
цы расчетной области

После расчета указанных величин, изменяют координаты узлов
двух предпоследних слоев предварительно рассчитанной сетки:

zNI−2,j = z
(2)
j ; rNI−2,j = r

(2)
j ;

zNI−1,j = z
(1)
j ; rNI−1,j = r

(1)
j , j = 1, 2, ..., NJ.

Еще раз подчеркнем, что на рисунках показаны примеры сеток, ко-
торые лишь иллюстрируют обсуждаемые подходы. Для создания ре-
альной расчетной сетки необходимо проводить дополнительную опти-
мизацию размещения узлов. На рис. 9 показана расчетная сетка, ис-
пользованная для аэротермодинамических расчетов.

Трехблочная расчетная сетка «С»-типа для расчета КА MSRO.
Форма космического аппарата MSRO (Mars Sample Return Orbiter
[10, 11]) показана на рис. 10. Лобовая поверхность MSRO имеет три
участка: AB — сферическое затупление радиусом Rn = 100 см (центр
симметрии расположен на оси при z = z0), коническая поверхность
BC с углом полураствора ϕ1 = 60◦, скругление конической поверхно-
сти CD радиусом Rb = 15 см. Задняя часть КА MSRO представляет
собой цилиндр радиусом R = 80 см и длиной 100 см. Представлен-
ная форма КА используется для расчетно-методических исследований
обтекания космических аппаратов типаMSRO. Реальная форма проек-
тируемого КА существенно более сложная, с несовпадающими осями
симметрии аэродинамического щита и заднего цилиндра.

При построении расчетных сеток в данной работе используется
метод аналитических отображений на трехблочной расчетной обла-
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Рис. 9. Геометрия космического аппарата Pathfinder. Расчетная сетка “O”-типа

Рис. 10. Геометрия космического аппаратаMSRO и расчетная область “C”-типа
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сти. Особенностью используемой системы сеток является изменение
направления отсчета индексов между областями I и II и стыковка се-
ток в разных областях на смежных участках (DE)I и (AB)II, (DE)II
и (AB)III. Внешняя граница расчетной области описывается единой
степенной зависимостью вида (4).

Для построения расчетных сеток в пределах каждого из блоков ис-
пользуются аналитические зависимости.

Блок № 1 содержит три подобласти, построенные вблизи участков
поверхности AB, BC и CD. Расчетная сетка характеризуется следую-
щими величинами:

ωI = {ξj , j = 1, 2, . . . , NJ1; ηi, i = 1, 2, . . . , NI1;
i = 1, j = 1 : точка A; i = 1, j = NJ1 : точка D;
i = NI1, j = 1 : точка F ; i = NI1, j = NJ1 : точка E} .

Первый участок (AB):

zj = z0 − Rncosαj; rj = Rnsinαj;
αj = (j − 1) h1, j = 2, 3, . . . ,M1;

h1 =
ϕ1

M1 − 1 ,
гдеM1— число узлов на первом участке, включая точки A и B.

Второй участок (BC):

zj = zM1 (j − 1) hz,2;
rj = rM1

+ (j − 1)hr,2, j = 2, 3, . . . ,M2;

hz,2 =
zl − zb
M2 − 1; hr,2 =

zc − zb
M2 − 1 ,

гдеM2— число узлов на втором участке, включая точки B и C .
Третий участок (CD):

zj = zM2 + Rbcosϕ1 − Rbcos [ϕ1 + h3 (j − 1)] ;
rj = rM2 − Rbsinϕ1 + Rbsin [ϕ1 + h3 (j − 1)] , j = 2, 3, . . . ,M3;

h3 =
(π/2)− ϕ1
M3 − 1 ,

гдеM3— число узлов на третьем участке, включая точки C и D.
Блок № 2 содержит две подобласти, построенные вблизи общей

границы с блоком № 1 (AB) и тыльной поверхностью аэродинамиче-
ского щита (BC). Расчетная сетка здесь характеризуется следующими
величинами:
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ωII = {ξj, j = 1, 2, . . . , NJ2; ηi, i = 1, 2, . . . , NI2;
i = 1, j = 1 : точка A; i = 1, j = NJ2 : точка C;
i = NI2, j = 1 : точка E; i = NI2, j = NJ2 : точка D} .

Первый участок (AB). Координаты точек на отрезке AB совпадают
с координатами узлов блока № 1 на участке DE. Здесь следует иметь в
виду изменение порядка следования узлов в блоке № 2 по сравнению с
блоком № 1.

Второй участок (BC). Координаты узлов сетки, принадлежащих
поверхности BC , рассчитываются по формулам:

zj = zA;

rj = rB − (j − 1)h2, j = NI1, NI1 + 1, . . . , NJ2;

h2 =
rB − rC

NJ2 − NI1 .
На цилиндрическом участке поверхности CD строится сетка по ин-

дексу i. Используются формулы:

zi = zA + (i− 1)h2;
ri = rC , i = 2, 3, . . . , NI2.

Блок№ 3 содержит три подобласти, построенные вблизи общей гра-
ницы с блоком № 2 (AB) и донной поверхностью цилиндрического
объема (BC). На общей границе с блоком № 2 введены два участка,
которые соответствуют двум участкам на левой границе второго блока.
Сетка блока № 3 характеризуется следующими параметрами:

ωIII = {ξj, j = 1, 2, . . . , NJ3; ηi, i = 1, 2, . . . , NI3;
i = 1, j = 1 : точка A; i = 1, j = NI1 : точка F2;
i = 1, j = NJ2 : точка B; i = 1, j = NJ3 : точка C;
i = NI3, j = NJ3 : точка D; i = NI3, j = NJ2 : точка F3;
i = NI3, j = 1 : точка E} .

Координаты узловых точек, помеченных на рис. 10 маленькими бу-
квами, определяются из простых геометрических соображений.

Сетка, построенная с использованием представленных соотноше-
ний, функций сжатия и алгоритма генерации двумерных сеток, показа-
на на рис. 11.

Алгоритм удвоения числа узлов расчетной сетки. С целью повы-
шения точности расчетов целесообразно использовать алгоритм удвое-
ния числа узлов расчетной сетки.Сначала ищется решение на достаточ-
но грубой расчетной сетке. Эта грубая сетка строится таким образом,
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Рис. 11. Геометрия космического аппаратаMSRO и расчетная сетка “C”-типа

чтобы при последующем удвоении числа узлов сетки (возможно, не-
однократном), обеспечивалась требуемая подробность описания обла-
стей больших градиентов: пограничных слоев, ударных волн, зон при-
соединения потока и т.п.

Расчет на грубой сетке имеет своим главным достоинством высо-
кую вычислительную экономичность и обеспечивает хорошее началь-
ное условие для проведения расчетов на более подробных сетках.

После удвоения числа узлов расчетной сетки производится интер-
поляция рассчитанных функций на новую сетку. Если удвоение числа
узлов сетки делать по простейшему алгоритму деления отрезков бо-
лее грубой сетки пополам, то и процедура интерполяции оказывается
наиболее простой и экономичной. Впрочем, экономичность расчетов
в данном случае не является критичной, поскольку число перестрое-
ний сетки, как правило, не превышает двух.Поэтому для интерполяции
можно использовать любой подходящий алгоритм. Естественным тре-
бованием к используемому алгоритму интерполяции является то, что-
бы при интерполяции не вносились новые немонотонности сеточных
функций.

Частным случаем алгоритма удвоения числа узлов расчетной сетки
является удвоение лишь в одном из направлений. Практическая реали-
зация такого алгоритма ничем не отличается от описанного ранее.

Расчет направляющих косинусов в лабораторной системе коор-
динат произвольного луча, испущенного с поверхностиКА.Как уже
отмечалось ранее, при построении расчетных сеток необходимо иметь
в виду не только удобство численного интегрирования уравнений дви-
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жения сплошной среды, но и способы расчета переноса теплового из-
лучения в возмущенной области течения. Важным элементом расчет-
ных методов радиационной газовой динамики является экономичный
метод расчета координат пересечения произвольного луча ~Ω с элемен-
тарными ячейками расчетной сетки. В настоящем разделе рассмотрена
вспомогательная задача расчета угловых координат луча ~Ω.

При решении задачи радиационного нагрева поверхности КА ме-
тодом дискретных направлений используют две системы координат:
лабораторную систему координат, связанную с осью симметрии КА,
и локальную систему координат, связанную с местной нормалью к
рассматриваемому элементу поверхности КА. Поскольку рассматрива-
ются двумерные осесимметричные задачи, условимся, что плоскости
Z − R лабораторной системы координат и (z − x) локальной системы
координат совпадают.

Задача формулируется следующим образом. В локальной системе
координат задан вектор

~Ω = ωx~il + ωy~jl + ωz~kl,

где ωx, ωy и ωz— направляющие косинусы вектора в локальной систе-
ме координат с направляющими ортами~il, ~jl и ~kl:

ωx = cosϕl sinθl; ωy = sinϕl sinθl; ωz = cosθl.

Углы θl и ϕl отсчитываются от положительных направлений ортов~il и
~kl.

Требуется найти направляющие косинусы этого вектора в лабора-
торной системе координат:

~Ω = ωX~i+ ωY~j + ωZ~k,

где ωX ,ωY ,ωZ — направляющие косинусы того же вектора в лабора-
торной системе координат с направляющими ортами~i,~j и ~k.

Искомая связь устанавливается особенно просто в случае осевой
симметрии, когда единичные орты оси y лабораторной системы коор-
динат ~j и локальной системы координат ~jl совпадают (рис. 12):

ωX = ωzsinθ + ωxcosθ; ωY = ωy; ωZ = ωzcosθ − ωxsinθ,

где θ — угол между осями z и Z или, что одно и то же, угол между
локальной нормалью к поверхности и осью Z лабораторной системы
координат.Используя расчетную сетку, связанную с поверхностью КА,
можно легко рассчитать косинус угла θ:

µn =
Ra − Rbq

(Ra − Rb)2 + (Za − Zb)2
.
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Рис. 12. К пересчету угловых переменных в локальной и лабораторной системах
координат

Формулы пересчета направляющих косинусов в трехмерном случае
можно найти, например, в работах [12, 13].

Итак, если задать алгоритм расчета направлений луча, испущенно-
го с поверхности, то его координаты в лабораторной системе координат
рассчитываются по уравнению (2). Следующая задача как раз и состо-
ит в поиске координат пересечения луча ~Ω с элементарными объемами
расчетной области и решается с использованием методов аналитиче-
ской геометрии.

Вывод. Представленные простейшие аналитические методы по-
строения конечно-разностных схем обладают большой гибкостью при
создании сеток для решения двумерных задач. Использованные алго-
ритмы далеко не исчерпывают возможные подходы к решению этой
задачи и должны развиваться в направлении совершенствования созда-
ваемых сеток, повышения их универсальности и простоты реализации
на компьютерах. Особую задачу представляет создание трехмерных
расчетных сеток, чему будет посвящена отдельная публикация.
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