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Приведена математическая модель полноприводной колесной ма-
шины с бесступенчатой трансмиссией, предназначенная для раз-
работки алгоритмов оптимального управления силовой цепью ма-
шины.Модель построена по общим законам динамики механических
систем и может рассматриваться как модель объекта управления
при построении системы оптимального распределения крутящего
момента по колесам.

В современном транспортном машиностроении широко применя-
ются бесступенчатые передачи. Преимуществом таких систем явля-
ется возможность поддерживать работу машины на оптимальных, по
тем или иным критериям, режимах. Одной из таких систем являются
гидростатические передачи, нашедшие применение в колесных трак-
торах сельскохозяйственного и промышленного назначения. Однако
подобные системы нашли применение только в машинах узкого класса
(преимущественно строительных). Распространение бесступенчатых
трансмиссий во многом сдерживается необходимостью высококаче-
ственного управления. Как показано в работе [1], человек-оператор не
в состоянии эффективно регулировать параметры силового потока и
использовать преимущества бесступенчатой трансмиссии. Применяя
автоматически управляемую гидрообъемную передачу, можно снизить
расход топлива и обеспечить высокие показатели проходимости, упра-
вляемости и устойчивости [1].

Для синтеза и анализа системы автоматического управления не-
обходимо построить модель объекта управления. В настоящей работе
описывается детерминированная модель движения трехосной полно-
приводной колесной машины повышенной проходимости с формулой
управления 1–0–3. Трансмиссия машины представляет собой полнопо-
точную гидрообъемную передачу, осуществляющую индивидуальный
подвод и трансформацию момента для каждого колеса.

При моделировании определяют реакции машины на управляющие
воздействия, рассматриваемые как заданные [2]. Математическую мо-
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дель машины условно разделяют на подмодели движения машины как
твердого тела, систем “двигатель–трансмиссия” и взаимодействия хо-
довой части с несущей системой.

Для изучения движения введем 8 систем координат: 1. Cxy — это
система координат с началом в центре масс машины и осями, жестко
связанными с корпусом; 2. Kixi yi — система координат с началом от-
счета в условной точке Ki контакта колеса с поверхностью, и жестко
связанная с i-м колесом, i = 1 . . . 6; 3. Ox y — система координат, свя-
занная с поверхностью.

Положение систем отсчета показано на рис. 1.
Предположим, что взаимодействие колес с опорным основанием в

плоскости основания происходит посредством сил P̄ft, характеризую-
щих сопротивление прямолинейному движению, и R̄i, препятствую-
щих смещению опорных поверхностей колес относительно основания.
Силы P̄f и R̄ определяют в системе отсчета, связанной с соответствую-
щим колесом, предполагая, что силы P̄f и R̄ приложены в точках кон-
такта колес с поверхностью [2].

Силу R̄i взаимодействия i-го колеса с грунтом определяют в соот-
ветствии с подходом, изложенным в работе [3], по соотношению

Ri = µsiQi,

гдеQi— нормальная нагрузка на i-е колесо; µsi— коэффициент трения
частичного скольжения.

Рис. 1. Системы координат
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Коэффициент трения частичного скольжения определяют по рас-
четной зависимости [3]

µs = µsαmax 1− e− S
S0 ;

здесь µsαmax — коэффициент трения полного скольжения; s0 — кон-
станта скольжения, которую рассматривают как характеристику грун-
та; s— коэффициент скольжения, определяемый соотношением

s =
Vск
Vотн

,

где Vск— скорость скольжения в точке контакта колеса с опорным осно-
ванием; Vотн — скорость движения нижней точки колеса относительно
корпуса машины.

Скорость движения нижней точки колеса относительно корпуса ма-
шины Vотн в системе отсчета, связанной с колесом, равна

Vотнx = ωkrk0; Vотн y = 0,

где ωk— угловая скорость колеса; rk0— радиус качения колеса в ведо-
мом режиме.

В системе отсчета, связанной с корпусом, переносная скорость мо-
жет быть определена по соотношениям:

Vпер x = Vcx − ykωc;

Vпер y = Vcy + xkωc,

где (xk, yk)— координаты точки контакта i-го колеса с поверхностью
в системе отсчета Cxy; (Vcx, Vcy)— компоненты скорости центра масс
относительно поверхности в системе отсчета Cxy; ωc — угловая ско-
рость поворота корпуса относительно вертикальной оси.

В системе отсчета, связанной с колесом, относительная скорость
имеет вид:

Vпер x = (Vcx − ykωc) sin θk + (Vcy + xkωc) cos θk;
Vпер y = (Vcy + xkωc) cos θk − (Vcx − ykωc) sin θk,

где θk — угол между осями x и x соответствующего колеса.
Скорость скольжения Vск в системе отсчета, связанной с колесом,

можно найти как
V̄ск = V̄пер − V̄отн.
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Рис. 2. Расчетная схема колеса

Вектор силы R̄ направлен противоположно вектору скорости сколь-
жения колеса по опорной поверхности.

Кинематические и силовые величины показаны на рис. 2.
Коэффициент трения полного скольжения µsαmax определяют по-

средством эллипса трения [4]:

µsαmax =
µsxmaxµsymax

µ2sxmax sin
2 α + µ2symax cos

2 α
,

где α— угол отклонения скорости скольжения от серединной плоско-
сти колеса; µsxmax и µsymax — коэффициенты продольного и попереч-
ного сцепления.

Также возможно смоделировать взаимодействие колеса с грунтом
при помощи следующей зависимости:

µs = µsαmax 1− e− S
S0 1 + e

− S
S1 .

В этом случае зависимость коэффициента трения частичного скольже-
ния от скольжения имеет выраженный максимум и соответствует связ-
ным грунтам.

Сопротивление качению колеса определяется при помощи услов-
ной силы сопротивления качению, определяемой по формуле из работы
[2]:

Pfi = fiQi,
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где fi— коэффициент сопротивления прямолинейному движению i-го
колеса; Qi— нормальная реакция грунта под i-м колесом.

Вектор силы P̄f сопротивления прямолинейному движению напра-
влен противоположно проекции вектора Vпер x переносной скорости на
продольную ось. В связанной с колесом системе отсчета

Pfix = f ·QisignVпер xi;

Pfiy = 0.

В системе отсчета, связанной с корпусом, проекции силы Pf опре-
деляют как

Pfix = fQisignVпер x cos θki;

Pfiy = −fQisignVперx sin θk.

Таким образом, при повороте колеса сила сопротивления прямоли-
нейному движению имеет поперечную по отношению к корпусу соста-
вляющую.

Уравнения движения машины по ровному горизонтальному осно-
ванию как твердого тела в системе координат, связанной с корпусом,
имеют вид:

d

dt
Vcx − Vcxωc = 1

m
Fx;

d

dt
Vcy + Vcyωc =

1

m
Fy;

Jc
d

dt
ωc = M,

гдеm— масса машины; (Fx, Fy)— компоненты главного вектора сил,
действующих на машину; Jc— момент инерции машины относительно
вертикальной оси;M — главный момент сил, действующих на машину.

Главный вектор сил F̄ определяют по выражениям:

F̄ =

6

i=1

P̄fi +

6

i=1

R̄i;

Fx =

6

i=1

Pfix +

6

i=1

Rix;

Fy =

6

i=1

Pfiy +

6

i=1

Riy.
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Главный момент сил, действующих на машину, находят по выраже-
нию

M =

6

i=1

(−ykPfix + xkPfix) +
6

i=1

(−ykRik + xkRix).

Для определения нормальных реакций грунта под колесами маши-
ны можно записать следующую систему уравнений равновесия твер-
дого тела:
Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q5 + Q6 = mg;

Q1xk1 +Q2xk2 + Q3xk3 + Q4xk4 + Q5xk5 + Q6xk6 = −m · acxHz;

Q1yk1 + Q2yk2 + Q3yk3 +Q4yk4 + Q5yk5 + Q6yk6 = −m · acyHz,

(1)

где (xki, yki)— координаты i-го катка относительно центра масс маши-
ны; acx и acy— продольное и поперечное ускорения центра масс;Hz—
высота центра масс корпуса машины над опорной поверхностью.

Ускорения центра масс определяются по выражениям:

acx =
Fx
m
;

acy =
Fy
m
.

Полагая, что концы векторов нормальных реакций лежат в одной
плоскости, можно записать:

Q1 −Q2 + (y1 − y2)B + (x1 − x2)C = 0,
. . . . . . . . .
Q5 −Q6 + (y5 − y6)B + (x5 − x6)C = 0.

 6 уравнений. (2)

Совместное решение систем (1) и (2) позволяет определить значе-
ния нормальной реакции грунта под каждым колесом.

Известно, что связь колеса с грунтом не является удерживающей,
поэтому решения, содержащие отрицательные значения нормальных
реакций грунта, лишены физического смысла. Если одна (или несколь-
ко) нормальная реакция получается отрицательной, то эту реакцию (ре-
акции) принимают равной нулю и систему решают заново (соответ-
ственно число уравнений уменьшается).

В настоящей работе моделируется работа полнопоточной гидро-
объемной передачи с индивидуальным подводом мощности к каждой
условной оси.

Схема трансмиссии показана на рис. 3.
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Рис. 3. Схема трансмиссии

Трансмиссия состоит из трех регулируемых насосов, приводимых
от одного вала с одинаковой угловой скоростью, ишести регулируемых
моторов, каждый из которых связан со своим колесом. Таким образом,
мощность от двигателя передается шестью (по количеству колес) пото-
ками.

Моделирование гидропривода опирается на подход, изложенный в
работе [5]. Для каждого условного моста (группы, состоящей из насоса
и двух моторов) можно записать уравнение расхода:

qpnpηνp − qмinмiηмi − qм i+1nм i+1ηм i+1 = Lсж,

где np — обороты вала насоса; nмi, nм i+1 — обороты вала i-го (лево-
го) и (i + 1)-го (правого) мотора; Lсж — потери потока за счет сжатия
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жидкости; величина qpnp представляет собой идеальную подачу насо-
са, qpnpηνp— действительную подачу насоса; qм inмi, qм i+1nм i+1— иде-
альные расходы моторов; qмinмiηνмi, qм i+1nм i+1ηνмi+1 — действитель-
ные расходы моторов.

Разность действительных потоков насоса и мотора компенсируется
сжатием жидкости [5]

Lсж =
V

Eж

dp

dt
,

где Eж — модуль объемного сжатия жидкости; V — объем гидросисте-
мы.

В настоящей работе пренебрегают зависимостью Eж от температу-
ры и давления в системе. В таком случае

p =
Eж

V
Lсжdt.

Исходя из известного давления в системе, определяют моменты на
валах насоса и мотора:

Mp =
1

10
pqp(1/ηмp);

Mм1 =
1

10
pqм1ηмм1;

Mм2 =
1

10
pqм2ηмм2.

Каждый из этих потоков характеризуется своим кинематическим и
силовым коэффициентом полезного действия. Как известно, КПД ги-
дромашин сильнее всего зависит от давления жидкости в системе и
угловой скорости вала. Зависимость потерь от этих двух факторов ото-
бражается на универсальной характеристике гидромашины. Топогра-
фическая характеристика КПД показана на рис. 4.

Приведенная ранее ориентировочная характеристика вполне соот-
ветствует экспериментальным универсальным характеристикам [1] и
отражает все основные особенности динамики КПД гидромашин.

Уравнение динамики вращательного движения вала ДВС можно за-
писать в виде

Jdεd = Md −Mc,

где Jd — приведенный к коленчатому валу двигателя момент инерции
деталей,механически связанных с коленчатым валом;Md— движущий
момент на коленчатом валу двигателя, определяемый по механической
характеристике.
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Рис. 4. Топографическая характеристика КПД гидромашины

Все насосы приведены от одного вала, поэтому можно записать

Mc = Mp1 +Mp2 +Mp3.

Далее приведены результаты моделирования движения машины
при прямолинейном разгоне с нулевой начальной скоростью и при
установившемся повороте. На рис. 5 приведена зависимость продоль-
ной скорости машины от времени при разгоне. Разгон производится
на грунте с коэффициентами µxmax = µymax = 0,6, f = 0,05, что
соответствует укатанной грунтовой дороге.

На рис. 6 приведены законы изменения рабочих объемов гидрома-
шин и теоретического передаточного отношения гидротрансмиссии. В
начальный момент времени рабочие объемы насосов сведены к нулю,
а объемы моторов установлены максимальными. Далее увеличивается

Рис. 5. Скорость машины во время раз-
гона

по линейному закону рабочий
объем насоса до максимально-
го значения. После достижения
рабочим объемом насоса макси-
мального значения рабочий объ-
ем моторов уменьшается. На
рис. 7 приведен график измене-
ния давления в гидроприводе
при разгоне.

Установившийся пово-
рот моделировали по круго-
вой траектории. Угол пово-
рота переднего левого колеса
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Рис. 6. Рабочие объемы машин

φ = 0,3 рад = 18◦. На рис. 8 приведена траектория движения машины
во время выполнения маневра.

Установившийся угол увода φ = 0,177 рад = 10,14◦.
Во время поворота трансмиссия не регулируется. Изменение давле-

ния рабочей жидкости в магистралях ГОТ показано на рис. 9.
Моменты на колесах показаны на рис. 10. На рис. 11 показано изме-

нение скорости центра масс машины во время выполнения маневра.
Предлагаемая математическая модель может быть использована

для синтеза системы автоматического управления, а также для иссле-
дования управляемости и устойчивости транспортного средства при

Рис. 7. Давление в приводе
Рис. 8. Траектория движения машины
во время маневра

12 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2004. № 4



Рис. 9. Давление в гидропередаче

Рис. 10.Моменты на колесах

Рис. 11. Скорость центра масс машины
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движении по ровной горизонтальной поверхности. Модель также по-
зволяет прогнозировать нагрузки на двигатель, трансмиссию и ходовую
систему при выполнении различных маневров, анализировать эффек-
тивность системы управления, качество переходных процессов. При
использовании модели существенно упрощается создание управляю-
щей программы контроллера реальной машины.
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