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TEMПEPATУPHOE ПОЛЕ НЕОГРАНИЧЕННОГО
ТВЕРДОГО ТЕЛА С ТЕПЛОАКТИВНЫМ
ТЕРМИЧЕСКИ ТОНКИМ СТЕРЖНЕВЫМ
ЭЛЕМЕНТОМ

Методом интегрального преобразования Лапласа найдено анали-
тическое решение задачи нестационарной теплопроводности для
неограниченного твердого изотропного тела, содержащего терми-
чески тонкий теплоактивный стержневой элемент.

В теории теплопроводности важное место занимает математическая
модель процесса формирования температурного поля в неограничен-
ном твердом изотропном теле с цилиндрическим каналом, поверхность
которого подвержена воздействию неподвижного или движущегося ис-
точника теплоты [1–6].Одна из модификаций этой модели, представля-
ющая практический интерес, предполагает наличие в твердом изотроп-
ном теле стержневого элемента, теплоактивность которого ассоцииру-
ется с применением термоэлектрических явлений при регулировании
температурного состояния или термостатировании изучаемого твердо-
го тела [7–10]. Трудности, возникающие при решении подобных задач
аналитическими методами, хорошо известны [1–4], поэтому естествен-
ны попытки замены их упрощенными аналогами, которые при опреде-
ленных условиях позволяют с достаточной степенью точности описы-
вать изучаемый процесс. Один из возможных путей— это реализация
идеи “сосредоточенная емкость” [10–12].

Цель проведенных исследований — нахождение и последующий
анализ аналитического решения задачи нестационарной теплопровод-
ности для неограниченного твердого изотропного тела, содержащего
термически тонкий теплоактивный (нагревательный) стержневой эле-
мент цилиндрической формы и заданного радиуса r0 с удельной (на
единицу объема) мощностью тепловыделения q(r, t).

В предположении идеальности теплового контакта в изучаемой си-
стеме (рис. 1) одномерная математическая модель процесса формиро-
вания температурного поля в ней, записанная в цилиндрической систе-
ме координат, может быть представлена в следующем виде:

24 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2005. № 1



Рис. 1. Используемая расчетная
схема:
1 — стержневой элемент, 2 —
твердое тело
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где последнее условие означает, что при каждом фиксированном Fo > 0
функция Θ2(ρ, Fo) интегрируема с квадратом по пространственному

переменному ρ ∈ [1,+∞); ρ = r
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, t — время; r — пространственное пере-
менное; Т — температура; λ— коэффициент теплопроводности; а —
коэффициент температуропроводности; индексы “1” и “2” относятся к
стержневому элементу и твердому телу соответственно; индекс “0” —
к начальным значениям величин.

Для замыкания системы (1) ее необходимо дополнить физически
очевидным условием симметрии

lim
ρ→+0

ρ
∂Θ1(ρ, Fo)

∂ρ
= 0,

фактически означающим, что температура Θ1(ρ,Fo) на оси стержнево-
го элемента (при ρ → +0) должна быть конечной при каждом фикси-
рованном Fo > 0.

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2005. № 1 25



Пусть далее

hΘ(Fo)i = 2
1Z
0

Θ1(ρ, Fo)ρ dρ

— среднеинтегральная по стержневому элементу температура, а также
допустима реализация идеи “сосредоточенная емкость” [10–12]:

Θ1(ρ, Fo)
¯̄̄
ρ=1−0

= hΘ(Fo)i = Θ2(ρ, Fo)
¯̄̄
ρ=1+0

, Fo ≥ 0.

В этом случае исходная математическая модель (1) преобразуется
к ее упрощенному аналогу— искомой математической модели “сосре-
доточенная емкость”:
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где
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— интегральная величина, характеризующая реализуемый режим те-
плового воздействия на поверхности ρ = 1 твердого тела, ε =

1

2χΛ
— определяющий безразмерный параметр. Заметим, что в использу-
емых безразмерных переменных параметр ε зависит лишь от соотно-
шения теплофизических характеристик материалов термически тонко-
го стержневого элемента и твердого тела. По смыслу решаемой зада-
чи этот параметр положителен. Отметим также интересный по физи-
ческой интерпретации случай χΛ = 1, приводящий к значению пара-
метра ε = 0,5.

Математическая модель (2) представляет собой смешанную зада-
чу нестационарной теплопроводности, в которой наличие термиче-
ски тонкого теплоактивного стержневого элемента учтено граничным
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условием при ρ = 1, явно содержащим производную от температу-
ры по времени. При ε = 0 и Q(Fo) = Q0 = const решение этой
задачи получено в работах [1, 3] путем применения интегральных пре-
образований Лапласа по переменному Fo и Вебера по переменному ρ
соответственно.

Рассматриваемая задача (2) имеет единственное решение [13], для
нахождения которого воспользуемся интегральным преобразованием
Лапласа по переменному Fo [1–4]. Пусть далее функции Θ(ρ, Fo) и
Q(Fo) являются оригиналами интегрального преобразования Лапласа:

L[ · ] ≡
∞Z
0

exp(−sFo) · dFo (3)

— оператор прямого интегрального преобразования Лапласа по пере-
менному Fo с параметром s ∈ C и

U (ρ, s) = L[Θ(ρ, Fo)]; (4)

Π(s) = L[Q(Fo)].

Тогда, согласно выражениям (2) и (4), изображение U(ρ, s) инте-
грального преобразования Лапласа (3) функции Θ(ρ, Fo) должно удо-
влетворять уравнению

sU (ρ, s) =
d2U (ρ, s)

dρ2
+
1

ρ

dU(ρ, s)

dρ
, ρ > 1; (5)

граничному условию
dU (ρ, s)

dρ
= −Π(s) + εsU (ρ, s), ρ = 1, (6)

и при каждом фиксированном значении параметра s принадлежит клас-
су функций L2[1,+∞), интегрируемых с квадратом по пространствен-
ному переменному ρ ∈ [1,+∞).

Решение U (ρ, s) уравнения (5) из класса L2[1,+∞) имеет следую-
щий вид:

U (ρ, s) = C(s)K0(ρ
√
s), (7)

где C(s) = K−1
0 (
√
s)U(1, s), U(1, s) — изображение интегрального

преобразования Лапласа (3) функции Θ(1,Fo), задающей температур-
ный профиль поверхности ρ = 1 твердого тела; Kν( · ) — модифици-
рованная функция Бесселя второго рода порядка ν [1, 2, 14]. С учетом
тождества [14] K 0

0( · ) = −K1( · ), согласно выражениям (6) и (7), полу-
чаем

U (ρ, s) = Π(s)Φ(ρ, s), ρ ≥ 1; (8)
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Φ(ρ, s) =
K0(ρ

√
s)√

s[ε
√
sK0(

√
s) +K1(

√
s)]
. (9)

Для завершения процедуры решения задачи (2) осталось реализо-
вать переход от изображения U(ρ, s), определяемого равенствами (8) и
(9), к соответствующему оригиналу Θ(ρ,Fo) с использованием форму-
лы обращения интегрального преобразования Лапласа [1–4]:

Θ(ρ,Fo) = L−1[U (ρ, s)] ≡ 1

2πi

σ+i∞Z
σ−i∞

exp(sFo)U (ρ, s) ds,

где L−1[·] — оператор обращения интегрального преобразования Ла-
пласа, поскольку непосредственное его обращение с использованием
таблиц “изображение–оригинал” [2, 15] в рассматриваемом случае не
представляется возможным. Для преодоления возникших трудностей
воспользуемся следующим приемом. Полагая

ϕ(ρ,Fo) = L−1[Φ(ρ, s)], Q(Fo) = L−1[Π(s)], (10)

согласно теореме о свертках [2], находим

Θ(ρ,Fo) =

FoZ
0

Q(Fo − τ )ϕ(ρ, τ)dτ, ρ ≥ 1, Fo ≥ 0. (11)

Таким образом, если вид зависимостиQ = Q(Fo) конкретизирован,
то для определения температурного поля в твердом теле необходимо
лишь найти оригинал ϕ(ρ,Fo) соответствующего изображения Φ(ρ, s).

Рис. 2.Ориентированный контур в
комплексной плоскости sss для вы-
числения интеграла Меллина

Поскольку, согласно уравнению
(9), изображение этого оригинала име-
ет единственную особую точку в нача-
ле координат комплексной плоскости,
являющуюся точкой ветвления, то,
воспользовавшись стандартной тех-
никой вычисления интегралов Мел-
лина [1, 2] и ориентированным кон-
туром, приведенным на рис. 2, а так-
же известными представлениями [14]
модифицированных функций Бессе-
ля Kν(·) через функции Бесселя Jν(·)
и Yν(·) индекса ν первого и второго
рода соответственно, приходим к сле-
дующему результату:
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ϕ(ρ,Fo) = L−1[Φ(ρ, s)] ≡

≡ 2

π

∞Z
0

exp(−s2Fo)α(s)Y0(ρs) − β(s)J0(ρs)

α2(s) + β2(s)
ds, ρ ≥ 1, Fo ≥ 0, (12)

где
α(s) = J1(s)− εsJ0(s); (13)

β(s) = Y1(s)− εsY0(s).

Воспользовавшись результатами проведенных исследований, по-
дробнее проанализируем особенности процесса формирования темпе-
ратурного поля в неограниченном твердом теле с термически тонким
теплоактивным стержневым элементом при Q(Fo) = Q0 = const. В
этом случае, согласно уравнениям (11) и (12), температурное поле в
твердом теле определяется как

Θ(ρ,Fo) =
2Q0

π

∞Z
0

1− e−s2Fo
s2

α(s)Y0(ρs)− β(s)J0(ρs)

α2(s) + β2(s)
ds,

ρ ≥ 1, Fo ≥ 0, (14)

Рис. 3. Зависимость безразмерной
температуры поверхности твердо-
го тела, содержащего термически
тонкий теплоактивный стержневой
элемент, от времени при различных
значениях параметра εεε:
1— 0,1; 2— 1,0; 3— 0

где функции α(s) и β(s) задают-
ся равенствами (13). При ε = 0

интегральное представление (14)
для функции Θ(ρ,Fo) преобразует-
ся к полученному в работах [1, 3].
Температуру граничной поверхно-
сти твердого тела можно опреде-
лить из равенства (14) при ρ = 1.
Заметим, что для практики значе-
ние этой температуры представля-
ет наибольший интерес, посколь-
ку позволяет оценить величину
предельно достижимого разогре-
ва твердого тела, подверженного
тепловому воздействию.

На рис. 3 приведены результаты
расчетов температурного профиля
Θ(1,Fo) поверхности ρ = 1 твердо-
го тела с теплоактивным термиче-
ски тонким стержневым элементом
при воздействии теплового потока
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постоянной мощностиQ = Q0 ≡ 1 и различных параметрах ε: 0,1 (кри-
вая 1) и 1,0 (кривая 2).Для сравнения здесь же представлены результаты
расчетов температурного профиля поверхности ρ = 1 цилиндрическо-
го канала, подверженного тепловому воздействию (ε = 0; кривая 3).От-
метим значительное влияние определяющего безразмерного параметра
ε рассматриваемой математической модели “сосредоточенная емкость”
(2) на формируемый температурный профиль Θ(1, Fo). Видно, что уве-
личение параметра ε снижает температуру поверхности ρ = 1 твердо-
го тела, т.е. приводит к повышению ее термозащищенности. При этом
сам факт наличия термически тонкого стержневого элемента в неогра-
ниченном твердом теле оказывает влияние на процесс формирования в
нем стационарного температурного поля на всем временном интервале
его формирования.

Таким образом, в настоящей работе предложена математическая мо-
дель процесса формирования температурного поля в неограниченном
твердом изотропном теле, содержащем термически тонкий теплоактив-
ный стержневой элемент, и установлен ее определяющий безразмер-
ный параметр. Методом интегрального преобразования Лапласа най-
дено аналитическое решение соответствующей задачи нестационарной
теплопроводности.Отмечено значительное влияние относительной те-
плопроводности твердого тела и его теплоинерционных свойств отно-
сительно стержневого элемента на температурное состояние изучае-
мой системы.
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