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МОДЕЛЬ ПОВОРОТА МНОГООСНОЙ
КОЛЕСНОЙ МАШИНЫ НА ГРУНТЕ

Приведены физическая и математическая модели, описывающие
динамику поворота многоосной колесной машины на деформируе-
мом грунте с учетом произвольных механической схем трансмиссии
и управления и расположения осей по базе.

Эффективность многоосной колесной машины (МКМ) зависит от
ее подвижности, определяемой совокупностью взаимосвязанных экс-
плуатационных свойств, одним из которых является поворотливость.
Поворотливость — это способность автомобиляманеврироватьв задан-
ных условиях на дороге иместности в заданный промежуток времени.
В этом случае поворотливость автомобиля определяется не только
кинематическими (радиусом поворота и шириной габаритной полосы
движения), но также силовыми (коэффициентами использования сил
сцепления колес) и энергетическими (затратами мощности на пово-
рот) показателями. Поворотливость на деформируемом грунте в таком
понимании тесно связана с профильной и опорной проходимостью.

Для получения объективной оценки параметров поворотливости
и проходимости МКМ на стадии проектирования автомобиля необ-
ходима достаточно простая физическая и достоверная математиче-
ская модель, учитывающая конструктивные параметры автомобиля и
дорожно-грунтовые условия эксплуатации. В качестве базы для со-
здания такой модели могут служить работы [1–6], но исследований в
области криволинейного движения МКМ со сложной схемой транс-
миссии по деформируемым грунтам пока недостаточно.

Для определения силовых и кинематических параметров криво-
линейного движения МКМ предлагается использовать одномассовую
пространственную модель. В целях корректного описания ее расчет-
ной схемы введем подвижную систему координат (рис. 1), скреплен-
ную с корпусом так, что ее начало совпадает с центром масс (ЦМ) в
т.С . ОсьX направлена в сторону первой оси и совпадает с продольной
осью симметрии МКМ, ось Y направлена в сторону центра поворота
параллельно опорной поверхности, а ось Z — перпендикулярно вверх.
Данная модель учитывает перераспределение нормальных реакций как
между бортами МКМ, так и между осями, а также заглубление колес
в грунт на разную глубину.

При определении реакций в пятне контакта приняты следующие
допущения. 1. Поворот МКМ на деформируемой поверхности проис-
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Рис. 1. Физическая модель поворота МКМ на деформируемом грунте:
схема силовых факторов, действующих на МКМ в плане (а) и в продольной и
поперечной плоскостях (б)

ходит с относительно малой скоростью, вследствие этого пренебре-
гаем: боковым смещением центра масс относительно центров пятен
контакта колес с опорной поверхностьюнаружного и внутреннего бор-
тов; влиянием амортизаторов, сухого трения в подвеске; демпфирова-
нием в шинах; 2. Характеристика подвески линейна во всем диапазоне
изменения нагрузок на колесо; 3. Рама шасси недеформируемая.
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Все внешние силы, действующие на колеса, приведены к центру
пятна контакта каждого колеса с опорной поверхностью; на раму че-
рез рычаги подвески от ведущих колес действуют реактивные момен-
ты Mp, численно равные крутящим моментам. Сила тяжести МКМ
приложена в т.С , соответствующей центру масс.

Дифференциальные уравнения движения ЦМ МКМ в продольной
и поперечной вертикальных плоскостях запишем в следующем виде:

ma
dVz

dt
=

n∑
i

2∑
j

RZij −mag,

JY
d2γk
dt2
=

n∑
i

2∑
j

RZijLi+

+ hc

n∑
i

2∑
j

(PXij cos θij − PYij sin θij) +
n∑
i

2∑
j

MPij ,

JX
d2λk

dt2
=

n∑
i

2∑
j

RZijBj + hc

n∑
i

2∑
j

(PXij sin θij + PYij cos θij).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(1)

C учетом допущений уравнения связи имеют вид

RZij = Cпрi(Zo − Liγk −Bjλk − hΓij), (2)

где ma — масса МКМ; RZij — нормальная реакция под колесом
i-й оси j-го борта; JX и JY — моменты инерции МКМ относительно
соответствующих осей в подвижной системе координат; γk и λk —
углы наклона корпуса МКМ в продольной и поперечной плоскостях;
Li — расстояние от ЦМ до i-й оси; hc — высота ЦМ до начала движе-
ния; PXij — сила тяги колеса i-й оси j-го борта, PXij = RXij − Pfгрij,
где RXij — тангенциальная реакция грунта; Pfгрij — сила сопротивле-
ния грунта качению колеса; θ — угол поворота управляемого колеса;
MPij — реактивный момент; Bj = +B/2 при j = 1 и Bj = −B/2
при j = 2; Спрi — приведенная жесткость упругого элемента подвески

колеса i-й оси и шины, Спр =
CшСр
Сш + Ср

; Zo — вертикальное перемеще-

ние ЦМ МКМ при статическом прогибе упругих элементов подвески
колес; hгij — глубина колеи под колесом i-й оси j-го борта.

Подставляя уравнение (2) в систему (1) и решая ее относительно
Zo, γk и λk, получим

Zo = (D1 −D2 +D3)/(D4 + E3E4);
γk = (ZoE4 + E1A6 −A2A3 − A2

∑
MX)

/
E2;

λk = (ZoA4 − γkA7 − E1)/A2,
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где
∑

Z = mag;
∑

MX = JXd
2λk/dt

2 − hc

n∑
i

2∑
j

(PXij sin θij +

+PYij cos θij);
∑

MY=JY d
2γk/dt

2−hc
n∑
i

2∑
j

(PXij cos θij−PYij sin θij)−

−
n∑
i

2∑
j

MPij ; D1 =
[(∑

Z +A8

)
A2−E1A1

]
E2; E1 = A5+

∑
MY ;

D2 = E1E3A6; E2 = A22 −A6A7; D3 =
(
A3 +

∑
MX

)
E3A2;

E3 = A1A7 − A2A4; D4 = (A2A9 − A1A4)E2; E4 = A1A2 − A4A6;
A1 =

n∑
i

2∑
j

CпрiBj; A2 =
n∑
i

2∑
j

CпрiLiBj; A3 =
n∑
i

2∑
j

CпрihгijBj;

A4 = 2
n∑
i

CпрiLi; A5 =
n∑
i

2∑
j

CпрihгijLi; A6 =
n∑
i

2∑
j

CпрiB
2
j ;

A7 = 2
n∑
i

CпрiL
2
i ; A8 =

n∑
i

2∑
j

Cпрihгij ; A9 = 2
n∑
i

Cпрi.

Тангенциальные и боковые реакции каждого колеса МКМ опре-
деляются характером связей во всех узловых точках трансмиссии
(рис. 2), кинематическими и силовыми параметрами взаимодействия
колес с опорной поверхностью, внешними силами и конструктивными
параметрами шасси. Для определения этих реакций, а также крутящих
моментов и угловых скоростей колес и ветвей трансмиссии составлена
система уравнений:

mabjcX =

n∑
i

2∑
j

(PXij cos θij − PYij sin θij),

majcY =
n∑
i

2∑
j

(PXij sin θij + PYij cos θij),

Jz
dωa

dt
=

n∑
i

2∑
j

(PXij sin θij + PYij cos θij)Li−

−
n∑
i

2∑
j

(PXij cos θij − PYij sin θij)Bj −
n∑
i

2∑
j

Mспij ,

M1,2η
−m
1,2 −M1ηm1 −M2ηm2 = 0, 2ω1,2 + k1ω1 + k2ω2 = 0,

k3M1η
m
1 + k5M2η

m
2 + k4ω1 + k6ω2,

ωкij − VXij/(r′кij −KXijRXij ) = 0,
Mкij − RXijr′кij −Mfij = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3)
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Рис. 2. Кинематические и силовые
связи в одном из узлов трансмиссии

где PYij — боковая сила, действу-
ющая от колеса на раму и числен-
но равная боковой реакции грунта
RYij ; b — коэффициент учета вра-
щающихся масс; jcX и jcY — проек-
ции ускорения ЦМ на продольную
и поперечную оси МКМ:

jcX = dVcX/dt− VcY ωz;
jcY = dVcY /dt + VcXωz;

JZ — момент инерцииМКМ относительно оси Z в подвижной системе
координат; ωZ — угловая скорость поворота МКМ; Mспij — момент
сопротивления повороту колеса, Mспij =Mтрij +Mстij;Mтрij — момент
сопротивления повороту от трения шины в пятне контакта; Mстij —
стабилизирующий момент шины; ω1,2 — угловая скорость вала, под-
водящего крутящий момент M1,2 к одному из узлов трансмиссии (см.
рис. 2); M1 и ω1, и M2 и ω2 — крутящие моменты и угловые скорости
валов трансмиссии, выходящие из данного узла; η1,2, η1 и η2 — КПД,
характеризующие силовые потери в данной узловой точке и ветвях
трансмиссии, выходящих из этой точки, соответственно, с учетом на-
правления потока мощности; m = −1 при передаче потока мощности
от двигателя к колесам и m = 1 — при обратном направлении потока;

Рис. 3. Схемы трансмиссий четырех-
осных автомобилей:
а и б — мостовая и бортовая схемы;
1. . . — нумерация узловых точек транс-
миссии; Nрк — мощность, подведенная
от раздаточной коробки

K1 . . .K6 — коэффициенты, прини-
мающие определенные значения в
соответствии с условиями таблицы
и рис. 3; Mкij, Mfij , VXij и ωкij
— крутящий момент, момент со-
противления качению, линейная и
угловая скорости колеса, соответ-
ственно; r′кij — радиус “чистого”
качения колеса без скольжения в
пятне контакта; KXij — коэффици-
ент относительного внешнего про-
скальзывания колеса.

Первые три уравнения системы
(3) представляют собой уравнения
движения ЦМ механической систе-
мы МКМ на опорной поверхно-
сти при повороте. Следующие три
уравнения определяют силовые и
кинематические связи в одной из
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узловых точек трансмиссии. Седьмое уравнение системы (3) опреде-
ляет связь кинематических параметров ведущего колеса с силовыми
факторами. При его выводе приняты допущения о том, что при на-
гружении пневмоколеса нормальной нагрузкой, продольной силой и
крутящим моментом происходит потеря скорости за счет радиальной
деформации∆VZ , тангенциальной деформации∆Vτ и за счет скольже-
ния в пятне контакта ∆Vs (рис. 4). Таким образом, линейная скорость
оси колеса VX определяется из выражения:

VX = V0 −∆VZ −∆Vτ −∆Vs, (4)

где V0 — линейная скорость оси жесткого колеса с радиусом качения,
равным свободному радиусу колеса rc. Составляющие потери скоро-
сти определяем по зависимостям

∆VZ = V0(1− rck/rc), ∆Vτ = λpRXωk, ∆Vs = KXRXωk,
где rck — радиус качения колеса с шинами регулируемого давления в
свободном режиме, определяемый по эмпирической зависимости

rck = 2,94rc(rc − hz)/(3rc − 2hZ),
hZ — радиальная деформация шины; λp — коэффициент
пропорциональности, зависящий от тангенциальной эластично-
сти шины и определяемый ее конструктивными особенностями:
λp = λ

∗
p[1− (1−R∗Z/RZ)Pw/P ∗w], характеристические значения λ∗p, R∗Z

и P ∗w для некоторых шин приведены в работе [6]. КоэффициентKX за-
висит в основном от скольжения в пятне контакта:KX = r′kSб/RX , где
Sб — коэффициент буксования, Sб = ∆Vs/(VX + ∆Vs) = (r′k − rk)/r′k,
причем r′k в нашем случае учитывает тангенциальную и боковую по-
датливости шины, r′k = rck − λp(RX cos δ + RY sin δ); δ — угол увода
колеса.

Рис. 4. Составляющие скорости оси ко-
леса

Принимая во внимание при-
веденные зависимости, выраже-
ние (4) приводим к виду

VX = ωk(r
′
k −KXRX),

графически эта зависимость по-
казана на рис. 4.

Восьмое уравнение системы
(3) — это уравнение силового ба-
ланса ведущего колеса, движу-
щегося с уводом, оно получено
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Рис. 5. Схема качения пневмоколеса с уводом по деформируемому грунту

в соответствии с расчетной схемой, приведенной на рис. 5. В общем
случае момент сопротивления движению колеса с уводом Mf скла-
дывается из потерь: на радиальную деформацию оболочки шины и
протектора Mfш; на тангенциальную деформацию шины и скольже-
ние в пятне контакта Mfs; на прилипание грунта к шине Mfл; на бо-
ковой сдвиг выступов протектора по грунту и боковой сдвиг грунта,
защемленного между выступами протектора, по грунтуMfсд; на боко-
вое смятие стенки колеи Mfсм; на трение боковин шины о грунтMfтр;
на дополнительное заглубление колеса при уводе Mf∆h; от боковой
деформации оболочки шины Mfy.ш.

Зависимости для определения каждой из составляющих момента
сопротивления движению приведены в работе [1].

Число узловых точек трансмиссии на единицу меньше числа ве-
дущих колес, поэтому система (3) для МКМ с четырьмя ведущими
осями состоит из 40 уравнений.

Параметры взаимодействия пневмоколеса с деформируемой опор-
ной поверхностью при уводе определяем по математической моде-
ли, в основе которой лежат работы Я.С. Агейкина, Д.А. Антонова,
А.С. Литвинова, Я.Е.Фаробина.

Наличие достаточного фактического материала по независимым
параметрам грунтов в различных регионах России и ближнего за-
рубежья позволяет определить параметры взаимодействия колесно-
го движителя с деформируемой поверхностью без предварительных
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экспериментальных исследований, и что особенно важно, на стадии
проектирования МКМ.

Параметрами, характеризующими только грунт в математической
модели, являются следующие величины: Е0 — модуль деформации; ϕ0
— угол внутреннего трения; С0 — внутреннее сцепление в грунте; ρ —
плотность;Нг — глубина мягкого слоя; рл — удельная сила прилипания;
Еτ — модуль сдвига грунта по грунту; tр — время релаксации; ϕр —
коэффициент сцепления резины с грунтом.

Параметры, характеризующие колесный движитель: rc — свобод-
ный радиус; Bp — ширина профиля; Hp — высота профиля; pw —
давление воздуха в шине; p0 — составляющая давления в контакте от
жесткости оболочки; Bпр — ширина протектора; hпр — высота протек-
тора; tX — шаг грунтозацепов в продольном направлении; tY — шаг
грунтозацепов в поперечном направлении; kн — коэффициент насы-
щенности рисунка протектора; Eр — модуль деформации резины; λ∗p
— характеристическое значение коэффициента изменения радиуса ка-
чения от тангенциальной силы; KY 0э — экстремальное значение коэф-
фициента сопротивления уводу при δ = 0 в зависимостиKY = f(RZ);
RZэ — нормальная реакция, соответствующая экстремальному значе-
нию коэффициента сопротивления боковому уводу; RZрек — рекомен-
дуемая нагрузка на шину.

Размеры пятна контакта Lк и bк, давление в пятне контакта pк, глу-
бина колеи hг, радиальная деформация шины hZ , сила сопротивления
грунта качению Pfгр и тангенциальная реакция RXопределяются по
зависимостям, приведенным в работах [1, 2], с учетом силы тяги на
оси колеса и скорости движения.

Боковая реакция грунта RY складывается из реакции от смятия бо-
ковой стенки колеи RY см и реакции от сдвига в боковом направлении
выступов протектора по грунту и грунта, защемленного между высту-
пами, RY сд. Реакцию RY см определяем по зависимости, приведенной
в работе [1]. В том случае, когда расчетная глубина колеи меньше
высоты грунтозацепов протектора или разница в радиусах поворота
рассматриваемого и ранее прошедшего колес меньше удвоенной ши-
рины протектора, то реакция RY см считается пренебрежимо малой и в
расчетах не учитывается.

При определении составляющей боковой реакции RY сд криволи-
нейную зону контакта приводим к условно плоской и прямоугольной
с размерами Lусл, bусл с постоянным давлением pд, определяемым с
учетом неравномерности давления в зоне контакта через коэффици-

ент ζ =

( hг∫
0

p dh

)
phг и скорости движения — через коэффициент
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динамичности kд = 2
√
2rchZ

/
[2
√
2rchZ + VX/(2ϕ0)]. Принимая до-

пущение о том, что сдвиг каждой точки пятна контакта в боковом
направлении пропорционален углу сдвига δсд = δ − δу.ш и расстоянию
от начала пятна контакта до рассматриваемой точки (см. рис. 5), и
о возможности применения принципа эллипса трения к соотношению
между реакциями сдвига в боковом и продольном направлениях, инте-
грируя элементарные реакции сдвига по площади контакта, получаем
выражение для результирующей боковой реакции от сдвига:

RY сд =
√
1− (RX/RXmax)2

Lусл∫
0

{kнϕрpд[1− exp(−E ′pδсдx/ζtY )]+

+ (1− kн)[pд tgϕ0 +С0(1− δсдx/tY )][1− exp(−Еτδсдx/ζtY )]}bуслdx.
Составляющая угла увода от боковой деформации шины δу.ш опре-

деляется по зависимостям из работы [3]

δу.ш = Rсд/KY 0эqnqwqтqϕ,

где qn — коэффициент коррекции по нормальной реакции; qw — коэф-
фициент коррекции по давлению в шине; qт — коэффициент коррекции
по тангенциальной реакции; qϕ — коэффициент коррекции по сцепле-
нию с опорной поверхностью.

Таким образом, математическая модель для исследования поворот-
ливости МКМ, в общем виде учитывающая основные конструктивные
параметрыМКМ, параметры колесного движителя и механические ха-
рактеристики опорной поверхности, представляет собой систему урав-
нений, приведенных выше, большинство из которых существенно не-
линейны.

Разработанные на базе этой модели алгоритм и программа расчета
на ПК параметров криволинейного движения автомобилей с произ-
вольными формулами привода осей, управления, трансмиссии и ко-
лесной формулой 8 × 8 прошла успешную проверку при сравнении
с экспериментально полученными данными поворота автомобиля с
колесной формулой 8× 8 на твердой поверхности и деформируемом
грунте.
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