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Приведена прикладная методика упругопластического анализа и определения
предельных пластических нагрузок для сферической оболочки с патрубком
при комбинированном нагружении. Численный упругопластический анализ кон-
структивных соединений пересекающихся сферической и цилиндрической обо-
лочек выполнен с использованием метода конечных элементов, теории оболочек
и теории пластического течения. Для конечно-элементного анализа пересека-
ющихся оболочек использованы модифицированная смешанная вариационная
формулировка и двумерные четырехугольные элементы со специальной схемой
независимой аппроксимации полей перемещений и деформаций в элементе. При-
кладная методика реализована с применением разработанной специализирован-
ной вычислительной программы SAIS. Рассмотрен вариант комбинированного
нагружения соединения внутренним давлением и изгибающим моментом при
их пропорциональном возрастании. Для конкретной модели полусферической
оболочки с патрубком получена обобщенная кривая предельных пластических
нагрузок.
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An applied procedure of the elastic-plastic analysis and the limit plastic load
determination is given for a spherical shell with a branch pipe under combined
loading. The numerical elastic-plastic analysis of structural connections of the
intersecting spherical and cylindrical shells is performed using the finite-element
method, theory of shells, and theory of plastic flow. The modified mixed variational
statement and two-dimensional tetragonal elements with a special scheme of
independent approximation of the displacement and deformation fields in an element
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are used for the finite-element analysis of intersecting shells. The applied procedure
is implemented using the developed ad hoc software SAIS. A variant of combined
loading of the connection by internal pressure and bending moment with their
proportional growth is considered. A generalized curve of limit plastic loads is
obtained for a particular model of hemispherical shell with a branch pipe.

Keywords: spherical shell, branch pipe, elastic-plastic analysis, finite-element method,
combined loading, criterion for determing limit plastic load.

Сосуды и аппараты, работающие под давлением, нередко имеют
полусферические днища с патрубками (или штуцерами). Основной
эксплуатационной нагрузкой является внутреннее избыточное давле-
ние, однако при проектировании сосудов обычно требуется учитывать
внешние силы и моменты, передаваемые на патрубок со стороны при-
соединяемых трубопроводов. Как правило, эти механические нагрузки
в виде сил и моментов задаются приближенно. Поэтому необходимо
оценить критические случаи нагружения, чтобы предупредить воз-
можную потерю несущей способности конструкции.

В настоящее время в различных зарубежных нормах прочности
для сосудов давления и трубопроводов регламентируются три вида
прочностного анализа конструкций [1–3], основанные на линейном
анализе напряженного состояния и использовании категорий упру-
гих напряжений; на классическом предельном анализе; на нелинейном
анализе.

В последние годы наибольшее внимание уделяется исследованиям
на основе нелинейного анализа [4]. Один из подходов к оценке допус-
каемых нагрузок основан на определении предельных пластических
нагрузок, вызывающих недопустимое пластическое деформирование
конструкции. Однако исследований в этой области для сосудов с па-
трубками и соединений трубопроводов в случае совместного действия
нескольких нагрузок крайне мало, в частности, для сферической обо-
лочки с патрубком.

Одна из первых задач оценки предельной нагрузки сферической
оболочки с радиальным патрубком при действии внутреннего давле-
ния была рассмотрена А.Н. Семененко [5, 6] при использовании ме-
тодов предельного анализа конструкций. Были определены нижняя и
верхняя границы предельного давления для расчетных случаев патруб-
ка с фланцем и без него.

В работе [7] приведены результаты экспериментальных и теоре-
тических исследований для стальных моделей сферической оболочки
с радиальным толстостенным патрубком для различных случаев ком-
бинированного действия внутреннего давления и какой-либо внешней
нагрузки, приложенной к патрубку (осевая сила, момент в плоско-
сти, сдвигающая сила). Теоретические результаты получены на осно-
ве классического предельного анализа с использованием диаграммы
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Прандтля. Экспериментально подтверждено, что дополнительное дей-
ствие сил или момента приводит к более низкой несущей способности
рассматриваемого соединения, чем только от действия внутреннего
давления.

В работах [8, 9] приведены результаты конечно-элементного нели-
нейного анализа и экспериментального исследования для определения
предельных нагрузок в торосферическом днище с нецентральным вер-
тикальным патрубком, рассмотрены различные виды комбинированно-
го нагружения (например, случай, когда помимо внутреннего давления
действует осевая сила или изгибающий момент). Для определения пре-
дельной пластической нагрузки использован метод двойного упругого
наклона. В работе [10] рассмотрено применение критерия кривизны
пластической работы к определению предельной пластической нагруз-
ки в полусферическом днище сосуда с радиальным локально укреп-
ленным патрубком при совместном действии внутреннего давления
и изгибающего момента. Расчетный нелинейный анализ выполнялся
с использованием программы ANSYS и трехмерных 20-узловых эле-
ментов.

Таким образом, определение предельных нагрузок для узлов при-
соединения патрубка к сосуду давления при комбинированном нагру-
жении является актуальной задачей. Причем особый интерес предста-
вляет использование обоснованного метода (или критерия) для опре-
деления предельной пластической нагрузки. Так, применение таких
известных методов, как метод двойного упругого наклона или метод
пересечения касательных [11] с использованием некоторых характе-
ристических кривых не оправдан из-за неоднозначности выбора па-
раметра нагрузки и деформационного параметра. Предпочтительным
является использование концепции пластической работы [10–12].

В расчетах на прочность узлы присоединения патрубков или шту-
церов к корпусу или днищу сосуда давления обычно рассматривают
как соединения пересекающихся оболочек [13]. В зоне сопряжения па-
трубка со сферической оболочкой при действии различных нагрузок
возникает существенно неоднородное напряженное состояние, харак-
теризующееся относительно высоким уровнем концентрации напря-
жений. Причем наиболее высокая концентрация напряжений наблюда-
ется при действии изгибающего момента на патрубок. Поэтому, кроме
напряжений от внутреннего давления, заметны напряжения от изгиба-
ющего момента, приложенного к патрубку, что следует учитывать при
прочностном анализе.

При совместном действии нескольких нагрузок их можно пред-
ставить в виде множества Q = {q1, q2, q3, . . . , qn}, где n — число от-
дельных нагрузок qi (i = 1, n). В процессе нагружения конструкции
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отдельные нагрузки изменяются от нуля до некоторых максималь-
ных значений, определяющих множество Qm. В данном расчетном
исследовании предполагается пропорциональное (простое) нагруже-
ние сферической оболочки с патрубком, при котором каждая нагрузка
возрастает пропорционально некоторому параметру (множителю) λ:
Q = λQm, где 0 ≤ λ ≤ 1.

Для нелинейного (упругопластического) анализа конструктивных
соединений в виде пересекающихся оболочек применяется разрабо-
танная прикладная методика, включающая в себя метод конечных эле-
ментов (МКЭ), с использованием смешанной модели оболочечного
четырехугольного элемента, теорию оболочек, теорию пластическо-
го течения с изотропным упрочнением и критерием Хубера – Мизеса,
итерационную процедуру метода начальных напряжений. Конечно-
элементный анализ пересекающихся оболочек выполняется с приме-
нением модифицированной смешанной вариационной формулировки
[13], в которой используют независимые поля аппроксимации переме-
щений и деформаций в элементе. Разработанные смешанные модели
оболочечных элементов позволяют в наиболее полной степени пред-
ставлять перемещения элемента как жесткого целого, что особенно
важно при расчете соединений пересекающихся оболочек, нагружен-
ных изгибающим моментом.

В настоящем исследовании предельные пластические нагрузки, ко-
торые характеризуют значительный рост пластических деформаций
и формирование механизма пластического разрушения конструкции
при комбинированном нагружении, определяются по разработанному
критерию максимума скорости возрастания относительной пластиче-
ской работы [14, 15]. Достоинством этого критерия является обосно-
ванность процедуры определения предельной пластической нагрузки
(или параметра пропорциональности) и применимость к любому виду
статического нагружения – действию отдельной нагрузки или совмест-
ному действию нескольких нагрузок.

При расчете по МКЭ вычисляются такие интегральные характери-
стики упругопластического деформирования конструкции, как работа
упругих деформаций Wel, полная пластическая работа Wpl и полная
работа деформаций W [16]:
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∑
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W =
∑
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dV, W = Wel +Wpl, (3)

где σi — интенсивность напряжений; G — модуль сдвига материала;
K — объемный модуль упругости; θ — объемная деформация; εpi — ин-
тенсивность пластических деформаций; εi — интенсивность деформа-
ций; Npe – число элементов, в которых наступило состояние текучести
материала; Ne — общее число элементов; V e — объем элемента.

Для анализа упругопластического деформирования соединений пе-
ресекающихся оболочек при пропорциональном комбинированном на-
гружении используются следующие параметры:

— относительная пластическая работа

Cp = Wpl/W, 0 ≤ Ср < 1; (4)

— скорость возрастания относительной пластической работы при
увеличении нагрузки

C ′р = dCp/dλ. (5)

Параметр Ср является интегральным показателем развития пла-
стических деформаций в конструкции, причем функция Ср(λ) всегда
является монотонно возрастающей.

Как показали расчеты, для различных соединений пересекающих-
ся оболочек зависимость С ′р(λ) изменяется не монотонно и имеет ло-
кальный максимум при некотором значении параметра λ. В связи с
этим для нахождения предельного параметра пропорциональности λ∗

при определенных максимальных значениях отдельных нагрузок для
множества Qm используется условие С ′р(λ) = max, т.е. применяется
критерий максимума скорости возрастания относительной пластиче-
ской работы.

Прикладная методика, включающая в себя упругопластический
расчет пересекающихся оболочек и определение предельного пара-
метра пропорциональности λ∗ на основе разработанного критерия,
реализуется с использованием специализированной вычислительной
программы SAIS [13], которая постоянно развивается применительно
к комплексу линейных и нелинейных задач по проблеме пересека-
ющихся оболочек. Программа имеет интерфейс для ввода исходных
данных, автоматизированный генератор конечно-элементной модели
расчетного соединения пересекающихся оболочек, постпроцессор для
визуализации расчетных результатов.

Рассмотрим применение разработанной прикладной методики к
определению предельных пластических нагрузок для полусфериче-
ской оболочки с патрубком (рис. 1). Положение патрубка относительно
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Рис. 1. Полусферическая
оболочка с нерадиальным
патрубком

сферической оболочки определяется угло-
вым параметром α: различают радиаль-
ное (α = 0) и нерадиальное (α > 0) со-
единения. Поскольку из внешних сил и
моментов дополнительные напряжения
наибольшего уровня вызывает действие из-
гибающего момента, то комбинированное
нагружение рассматривается при совмест-
ном действии внутреннего давления р и из-
гибающего моментаМ в главной плоскости
OXY соединения.

Для соединений пересекающихся сфе-
рической и цилиндрической оболочек можно выделить комплекс
основных относительных геометрических параметров, влияющих на
напряженное состояние соединения [13]:

r

R
,
R

H
,

h

H
, α, (6)

где R, H — радиус срединной поверхности и толщина сферической
оболочки; r, h — радиус срединной поверхности и толщина цилин-
дрической оболочки (патрубка).

Параметр r/R определяет степень ослабления сферической обо-
лочки за счет наличия отверстия под патрубок. Параметр h/H харак-
теризует относительную жесткость оболочек соединения в области
пересечения. Традиционные параметры R/H , r/h теории оболочек
характеризуют степень тонкостенности оболочек.

Сосуды и аппараты давления чаще всего изготовляют из углероди-
стых и низколегированных сталей, являющихся весьма пластичными
материалами. При упругопластическом анализе необходимо учиты-
вать не только основные механические свойства материала, но и ин-
тегральную характеристику — диаграмму деформирования материала.
В расчетном анализе принято, что сферическая оболочка и патрубок
изготовлены из малоуглеродистой стали 20пс, для которой механиче-
ские свойства и диаграмма условных напряжений, имеющая площадку
текучести, получены при испытании стандартных образцов в лабора-
тории сопротивления материалов ФГБОУ ВПО “МГИУ”: модуль Юн-
га Е = 210ГПа, предел текучести σт = 309МПа, предел прочности
σв = 465МПа.

В расчете используется полигональная аппроксимация диаграммы
истинных напряжений σи–εи, которая получена из реальной диаграм-
мы условных напряжений σ–ε пересчетом напряжений и деформаций
по формулам [17]: σи = σ(1 + ε), εи = ln(1+ ε). Значения напряжений
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и деформаций в выбранных точках диаграммы (до точки пластической
неустойчивости) приведены в таблице.

Номер точки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

σи, МПа 0 309 313 318 324 397 437 467 506 531 544 553

εи, % 0 0,148 1,76 1,86 2,06 3,94 5,75 7,51 10,82 13,92 15,45 16,76

С учетом симметрии соединения относительно плоскости OXY

конечно-элементный анализ проводили для половины соединения.
Считали, что на торце патрубка установлена крышка, через которую
на оболочку передаются осевые силы от внутреннего давления. Кроме
того, рассматривали сварное соединение оболочек, поэтому в расчет-
ной модели введен сварной шов с катетом, равным 1,5 H, который
учитывали в расчете, применяя элементы оболочки переменной тол-
щины. В целях уменьшения временных затрат расчетного анализа
применяли нерегулярную сетку элементов со сгущением ее к области
пересечения оболочек, где наблюдались максимальные напряжения.

В качестве примера приведем результаты применения разработан-
ной прикладной расчетной методики для модели полусферической
оболочки с патрубком, имеющей следующие геометрические размеры
(см. рис. 1): R = 200мм, r = 40мм, H = 4мм, h = 3мм, l = 100мм,
где l — длина патрубка.

Таким образом, соединение пересекающихся сферической и ци-
линдрической оболочек характеризуется такими относительными гео-
метрическими параметрами:

R

H
= 50,

r

R
= 0,2,

h

H
= 0,75. (7)

Расчетный упругопластический анализ и определение предельных
пластических параметров нагрузки с использованием разработанного
критерия максимума скорости возрастания относительной пластиче-
ской работы проводили для радиального и нерадиального соединений,
как при отдельном действии внутреннего давления (р) и изгибающего
момента (М ), так и при их совместном действии (р–М ).

Для радиальных соединений при действии отдельных нагрузок
области наибольших напряжений в оболочках совпадают. Для нера-
диальных соединений наибольшие напряжения в оболочках и началь-
ные пластические деформации возникают в различных зонах области
пересечения (см. рис. 1): в зоне В — зоне острого угла сопряжения
поверхностей оболочек (при действии внутреннего давления); в зо-
не А — зоне тупого угла сопряжения поверхностей оболочек (при
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действии момента М ). При комбинированном нагружении и домини-
рующем влиянии внутреннего давления на напряжения в оболочках,
наибольшие напряжения наблюдаются в зоне В .

С увеличением нагрузки область пластического деформирования
оболочек расширяется: пластические деформации распространяются
как по толщине оболочек, так и по области пересечения (линия АВ )
и вблизи нее.

Для параметрического анализа предельные пластические нагрузки
удобнее представить в относительном виде:

p̄пр = pпр/pт, pт = 2σт/(R/H); (8)

М пр = Мпр/Мт, Мт = σтW, W = πd
3
н(1−с

4)/32, с = (d−h)/(d+h),
(9)

где pт — давление, при котором значение интенсивности напряжений
в сферической оболочке без отверстия равно значению предела теку-
чести (σi = σт); Мт — изгибающий момент в консольной трубе при
σimax = σт.

Для рассматриваемого комбинированного нагружения (р−M ) рас-
четной задачей является определение наборов параметров нагрузок,
вызывающих недопустимое пластическое деформирование конструк-
ции, на основе выбранного критерия. Предполагая пропорциональное
изменение нагрузок, в данном случае множество представим в следу-
ющем виде:

Qm = λ{pm,Mm}, (10)

где pm, Mm — максимальные расчетные значения внутреннего давле-
ния и изгибающих моментов.

Задавая различные комбинации максимальных значений внутрен-
него (pm) и изгибающего (Mm) моментов, определяли значения пре-
дельного параметра пропорциональности λ∗, соответствующего усло-
вию С ′р(λ) = max.

Для иллюстрации применения критерия максимума скорости воз-
растания относительной пластической работы для нерадиального со-
единения (7) при α = 30◦ на рис. 2 приведен график зависимости
С ′р(λ) для варианта пропорционального комбинированного нагруже-
ния, определяемого множеством Qm = λ(7; 0,8) (р, МПа; М , кН∙м),
и показано определение предельного параметра λ∗ = 0,85. Этому
значению λ∗ соответствуют значения относительных параметров
Ср = 0,316 и Wp/We = 0,463, т.е. в оболочках соединения наблю-
дается заметное развитие механизма пластического деформирования.
Распределение интенсивностей напряжений σi на наружных поверх-
ностях оболочек при λ∗ = 0,85, полученное с использованием пост-
процессора программы SAIS, показано на рис. 3.
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Рис. 2. Определение параметра
λ∗ комбинированного нагруже-
ния с применением критерия
С ′p(λ) = maxС ′p(λ) = maxС ′p(λ) = max

Каждому значению предельного па-
раметра λ∗ соответствует пара значе-
ний предельных пластических нагрузок
(р∗∗,М ∗), используя которые можно по-
строить обобщенные кривые предель-
ных пластических нагрузок для кон-
кретного соединения пересекающихся
оболочек. Для рассматриваемой сфе-
рической оболочки с патрубком такие
кривые для радиального (α = 0) и нера-
диального (α = 30◦) соединений приве-
дены на рис. 4, где каждая из нагрузок представлена относительными
параметрами с использованием формул (8) и (9):

p∗ = p∗/pт, М
∗ = М ∗/Мт.

Обобщенные кривые построены по 8 расчетным точкам, параме-
тры крайних точек кривых (точек на осях ординат и абсцисс) опреде-
ляются значениями относительных предельных пластических нагру-

Рис. 3. Области наибольших напряжений (интенсивности напряжений на
наружной поверхности оболочек) при комбинированном нагружении сфериче-
ской оболочки с нерадиальным патрубком

Рис. 4. Обобщенная кривая предель-
ных пластических нагрузок:
1 — радиальное соединение; 2 — нера-
диальное соединение (α = 30◦)
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зок при каждом раздельном нагружении конструкции. Можно обра-
тить внимание на изменение кривой для нерадиального соединения
по сравнению с кривой для радиального соединения. С увеличени-
ем угла α возрастают максимальные напряжения от давления (в зоне
острого угла сопряжения поверхностей) и уменьшаются напряжения
от момента (за счет увеличения длины области пересечения). Поэтому
уменьшается предельное пластическое давление рпр и увеличивается
предельный пластический момент Мпр.

Таким образом, в работе показано применение прикладной рас-
четной методики упругопластического анализа и разработанного кри-
терия максимума скорости возрастания относительной пластической
работы к определению предельных пластических нагрузок при ком-
бинированном нагружении сферической оболочки с патрубком. Если
число рассматриваемых нагрузок будет больше двух, то тогда получа-
ются не предельные обобщенные кривые, а более сложные геометри-
ческие представления.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и
науки Российской Федерации.
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