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Проведены анализ затрат характеристической скорости для исследования
Европы (спутника Юпитера) с помощью автоматической межпланетной
станции, оснащенной жидкостным ракетным двигателем и оценка энерге-
тических потребностей аппарата для перелета Земля–Юпитер и выхода на
круговую полярную орбиту искусственного спутника Европы. Межпланетная
траектория приближенно вычислена с использованием модели сопряженных
конических сечений (метода сфер действия). Для снижения затрат импульса
предложена серия маневров в гравитационном поле Ганимеда, самого массив-
ного спутника Юпитера. В качестве результата оценки приведено сравнение
импульсов траекторий двух вариантов: выход аппарата на орбиту Европы
непосредственно после прибытия к Юпитеру и формирование орбиты после
уменьшения гиперболического избытка скорости за счет выполнения необходи-
мого числа гравитационных маневров в сфере действия Ганимеда.
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The delta-V budget of Europa (Jupiter’s moon) exploration using a space probe,
equipped with a liquid-propellant rocket engine is analyzed, and power needs of the
space probe for the Earth-to-Jupiter transfer and probe’s capture into a circular
polar orbit of Europa’s satellite are evaluated. The approximate calculation of
interplanetary trajectory is performed using the patched-conic method (method of
spheres of influence). A series of Ganymede-flybys is suggested for reducing the
delta-V budget (Ganymede is the Jupiter’s largest moon). As a result of evaluation,
the delta-V budget comparison is presented for two trajectories: (1) probe’s capture
into Europa’s orbit right after its arrival at Jupiter; (2) probe’s capture into orbit
after reducing its hyperbolic velocity excess using the required number of gravity
assist maneuvers in Ganymede’s sphere of influence.
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Настоящая работа содержит анализ энергетических затрат автома-
тической межпланетной станции, выполняющей перелет к Юпитеру с
формированием круговой полярной орбиты вокруг одного из галиле-
евых спутников, Европы.

Суммарные затраты характеристической скорости для такой траек-
тории достаточно высоки. Схемы полета, предполагающие изучение
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тел Солнечной системы с пролетной траектории, требуют меньших
затрат импульса, но предоставляемые такими маршрутами возможно-
сти для исследований весьма ограничены. Поскольку от суммарного
импульса скорости зависит необходимое количество топлива (и, сле-
довательно, масса конструкции аппарата), то его снижение позволя-
ет увеличить массу полезной нагрузки и расширить функциональные
возможности космического аппарата (КА).

Для формирования подобной орбиты необходимо погасить гипер-
болический избыток скорости КА относительно Юпитера, следова-
тельно, относительная скорость подлета аппарата должна быть как
можно ниже. В настоящем расчете рассматривается возможность вы-
полнения гравитационных маневров около Ганимеда, позволяющих
снизить значение тормозного импульса, необходимого для формиро-
вания орбиты искусственного спутника Европы (ИСЕ).

Постановка задачи. Цель расчета — определение затрат харак-
теристической скорости для выведения КА на орбиту ИСЕ и оценка
возможного снижения значения тормозного импульса за счет выпол-
нения гравитационных маневров в сфере влияния Ганимеда.

Задача рассматривается в следующей постановке: КА оснащен дви-
гателем большой тяги (жидкостным ракетным двигателем); орбиты
Земли и Юпитера считаются некомпланарными эллипсами; орбиты
Европы и Ганимеда считаются компланарными окружностям, лежа-
щими в плоскости экватора Юпитера; гравитационные потери не учи-
тываются.

Расчет траектории межпланетного перелета проводился прибли-
женно с использованием модели сопряженных конических сечений
(метод сфер действия). В расчете использовались средние элементы
орбит планет, относящиеся к средним эклиптике и равноденствию
J2000 [1].

Расчет межпланетной траектории методом сфер действия. Суть
данного метода заключается в разбиении траектории на участки: гео-
центрический, гелиоцентрический и планетоцентрический. Границы
участков определяются сферами действия Земли и планеты назначе-
ния, причем сферы действия перемещаются в соответствии с орби-
тальным движением планет [2].

Разбиение межпланетной траектории на три участка позволяет на
каждом из них учитывать притяжение только одного небесного те-
ла: Земли, Солнца, планеты назначения (в данном случае Юпитера).
Тем самым расчет всей траектории сводится к трем задачам двух тел,
решениями которых являются определяемые начальными условиями
конические сечения, состыкованные на границах участков.

Расчет межпланетной траектории проводится в следующем по-
рядке [3]:
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1. Задаются радиус-вектор положения Земли в момент старта КА и
радиус-вектор положения Юпитера в момент прилета аппарата, опре-
деляются скорости планет в моменты старта и прилета, а также время
перелета КА.

2. Считая сферы действия планет бесконечно малыми, определяют
параметры межпланетной орбиты в сфере действия Солнца и скорости
КА на границах гелиоцентрического участка.

3. Зная гелиоцентрические скорости КА и планет в моменты старта
и встречи, вычисляют необходимые гиперболические избытки скоро-
сти межпланетного аппарата.

4. Полученный вектор гиперболического избытка скорости не явля-
ется достаточным условием для определения планетоцентрической
траектории аппарата, поэтому необходимы дополнительные условия.
При отлете от Земли такими условиями являются параметры стар-
товой орбиты искусственного спутника Земли (ИСЗ), при подлете к
планете — параметры пролета у планеты (в зависимости от принятой
схемы полета).

5. По имеющимся параметрам припланетных траекторий опреде-
ляют затраты характеристической скорости, необходимые для ее фор-
мирования.

В данном расчете получено семейство траекторий межпланетного
перелета Земля – Юпитер (радиус-векторы положения планет заданы
с шагом в 5◦). Чтобы выделить оптимальную для поставленной задачи
траекторию, задают условия выбора:

ΔV1 < ΔVрн, ΔV2 → min,

где ΔV1 — гиперболический избыток скорости КА относительно Зем-
ли; ΔVрн — максимальный импульс, сообщаемый ракетой-носителем;
ΔV2 — гиперболический избыток скорости КА относительно Юпитера.

Полученная траектория представлена на рис. 1 (оси соответствуют
гелиоцентрической эклиптической системе координат).

Приведем основные соотношения, используемые в расчете.
Гелиоцентрический участок траектории. Положения Земли и

Юпитера заданы радиус-векторами:

r1 = (x1, y1, z1); r2 = (x2, y2, z2).

Наклонение плоскости перелета к плоскости эклиптики:

iг = arccos



 |x2y1 − y2x1|√
(y1z2 − y2z1)

2 + (x2z1 − x1z2)
2 + (x1y2 − x2y1)

2



 ,

iг ∈
[
0,
π

2

]
, так как предполагается полет КА только в направлении

движения планет.
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Рис. 1. Траектория перелета Земля – Юпитер

Долгота восходящего узла:

Ωг = arcsin



 (y1z2 − y2z1) sign (x1y2 − x2y1)

sin iг

√
(y1z2 − y2z1)

2 + (x2z1 − x1z2)
2 + (x1y2 − x2y1)

2



 ,

Ωг ∈ [0, 2π] .

Долгота восходящего угла Ωг и наклонение iг гелиоцентрического
участка траектории КА полностью определяют положение плоскости
перелета в эклиптической системе координат.

Угловая дальность гелиоцентрического участка:

Δϑ = arccos

[
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x21 + y
2
1 + z

2
1

√
x22 + y

2
2 + z

2
2

]

, Δϑ ∈ (0, 2π) .

Аргумент широты:

ui = arccos

[
xi cosΩ3 + yi sinΩ3√

x2i + y
2
i + z

2
i

]

, ui ∈ [0, 2π] .

Вычисление элементов орбиты в плоскости перелета сводится к
решению задачи Ламберта. С помощью соотношений, приведенных
в работе [2], определим большую полуось aг, эксцентриситет eг, ар-
гумент перицентра ωг, время пролета перицентра tп и угол ϑi (угол
между направлением восходящего узла гелиоцентрической траектории
и радиус-вектором положения планеты).
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Радиальные и трансверсальные составляющие скорости КА в на-
чальных и конечных точках гелиоцентрического участка:

Vri =

√
μ0

pг
eг sinϑi, Vni =

√
μ0

pг
(1 + eг cosϑi) ,

где μ0 — гравитационный параметр Солнца; pг = aг (1− e23) — пара-
метр гелиоцентрической орбиты.

Составляющие скорости КА в гелиоцентрической эклиптической
системе координат:

Vxi = −Vn (sin ui cosΩг + cos iг cos ui sinΩг)+

+ Vr (cos ui sinΩг + cos iг sin ui cosΩг) ;

Vyi = −Vn (sin ui sinΩг − cos iг cos ui cosΩг)+

+ Vr (cos ui sinΩг + cos iг sin ui cos Ω3) ;

Vzi = Vn sin iг cos ui + Vr sin iг sin ui.

Планетоцентрические участки траектории. Составляющие
вектора гиперболического избытка скорости КА в гелиоцентрической
эклиптической системе координат:

ΔV0ix = Vxi − Vxпi, ΔV0iy = Vyi − Vyпi, ΔV0iz = Vzi − Vzпi,

где Vxпi, Vyпi, Vzпi — составляющие вектора скорости планеты.
Составляющие вектора гиперболического избытка скорости КА в

планетоцентрической экваториальной системе координат:

ΔVxi = ΔV0ix ,

ΔVyi = ΔV0iy cos iэпi +ΔV0iz sin iэпi,

ΔVzi = −ΔV0iy sin iэпi +ΔV0iz cos iэпi,

где iэпi — угол наклона плоскости экватора планеты к эклиптике.
Склонение и прямое восхождение вектора гиперболического из-

бытка скорости КА:

δi = arcsin



 ΔVzi√
ΔV 2xi +ΔV

2
yi +ΔV

2
zi



 ; αi = arccos



 ΔVxi√
ΔV 2xi +ΔV

2
yi



 .

Зададим радиус перицентра гиперболической орбиты rπi, а накло-
нение плоскости полета КА к экватору планеты примем равным скло-
нению: iпi = δi.

Эксцентриситет, большая полуось и аргумент перицентра плането-
центрической орбиты:

eгi = 1 +
rπiΔV

2
i

μпi
, aгi =

μпi

ΔV 2i
, u3i = arcsin

[
sin δi
sin iгi

]

,
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Рис. 2. Гиперболический избыток ско-
рости КА относительно Европы

гдеΔVi =
√
ΔV 2xi +ΔV

2
yi +ΔV

2
zi,

μпi — гравитационный параметр
планеты.

Истинная аномалия бесконеч-
но удаленной точки и аргумент
перицентра:

θгi = arccos

[
−1
eгi

]

;ω3i = u3i−θ3i.

Более подробно с используе-
мыми в расчетах соотношениями
можно ознакомиться в [2].

Гравитационные маневры в
сфере действия Ганимеда. В ре-
зультате расчета межпланетной траектории получаем необходимый
стартовый импульс аппарата ΔV1 и гиперболический избыток ΔV2
скорости КА относительно Юпитера.

Гиперболический избыток скорости относительно Европы (рис. 2)
составит

ΔV3 =

√
2μЮ
rЕ
+ΔV 22 − VЕ,

где μЮ — гравитационный параметр Юпитера; rЕ — средний радиус
орбиты Европы; VE — средняя орбитальная скорость Европы.

Тормозной импульс для выхода на круговую экваториальную ор-
биту Европы (без выполнения промежуточных маневров) равен

ΔV =

√
2μE
ro
+ΔV 23 , (1)

где μE — гравитационный параметр Европы; ro — радиус орбиты ИСЕ.
Рассмотрим возможность снижения значения тормозного импульса

с помощью гравитационных маневров в сфере действия Ганимеда.
Порядок проведения маневра состоит в следующем: пролет Юпитера
и выход на экваториальную орбиту его искусственного спутника с
апоцентром в районе орбиты Ганимеда, поворот вектора скорости КА
за счет его гравитационного поля и выход на орбиту Европы. Схема
маневра изображена на рис. 3 (промежуточные орбиты не показаны).

Пусть Vπ — скорость КА сразу после пролета Юпитера и радиус
перицентра орбиты rπ = RЮ + hЮ, где RЮ — радиус Юпитера, а
hЮ — высота пролета КА над планетой. Используя интегралы энергии,
площадей и геометрические соотношения, получаем:

ΔV 23 = 3V
2
Е − V

2
Г +ΔV

2
4 − 2

(
rГ

rЕ
VЕ − VГ

)

ΔV4 cosψ, (2)
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Рис. 3. Общая схема маневра

где VГ — средняя орбитальная ско-
рость Ганимеда; rГ — средний ради-
ус орбиты Европы; ψ — угол между
векторами

−→
VГ и

−−→
ΔV4; ΔV4 — гипербо-

лический избыток скорости КА отно-
сительно Ганимеда:

ΔV4 =

{

3V 2Г + V
2
π − 2

μЮ

RЮ + hЮ
−

− 2
RЮ + hЮ

r2
VГVπ

}1
2

. (3)

Из (2) следует, что поскольку
rГ

rЕ
VЕ > VГ, то минимальное значе-

ние ΔV3 достигается при максималь-
ном значении cosψ. Это выполняется

при ϕ1 = ∠
(−→
VЕ,
−→
V3

)
= 0, где

−→
V3 — скорость КА вблизи Европы.

Используя интегралы площадей и геометрические соотношения,
получаем:

V3 = ρ (VГ +ΔV4 cos (ψ)) , (4)

где ρ =
rГ

rЕ
.

Подставляя V3 из (3) в геометрические соотношения, найдем

ΔV4 cosψ =
1

ρ2

[√
(2ρ3 − 3ρ2 + 1)V 2Г + ρ

2ΔV 24 −
(
ρ2 − 1

)
VГ

]

. (5)

Подставляя (5) в (2), с учетом (3) получаем, что минимальное зна-
чение ΔV3 достигается при минимальном значении Vπ. Последнее
условие выполняется, если у начальной траектории КА радиус апо-

центра rα = r2, т.е. ϕ′2 = ψ′ = 0, где ϕ′2 = ∠(
−→
VГ,
−→
V ′4), ψ

′ = ∠(
−→
VГ,
−−→
ΔV ′4),−→

V ′4 — скорость КА после облета Ганимеда, Δ
−→
V ′4 — гиперболический

избыток скорости КА после облета Ганимеда.
В этом случае скорость КА в апоцентре орбиты

Vα =

√
2μЮ

RЮ + hЮ + rГ

RЮ + hЮ
rГ

и ΔV4 = VГ − Vα.
Из (4) и (5) определим V3. Поскольку ϕ1 = 0, то ΔV3 = V3 − VЕ

(рис. 4). Тогда из (1) находим тормозной импульс для выхода на орбиту
Европы.

Из (5) определим угол χ, на который должен быть повернут вектор
скорости КА в результате облетов Ганимеда (рис. 5). Определим угол,

56 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2014. № 4



Рис. 4. Гиперболический избыток скорости КА после выполнения маневра

Рис. 5. Схема пролета Ганимеда

на который поворачивается вектор скорости за один пролет:

Δχ = 2arcsin

[
μГ

μГ + (RГ + hГ)ΔV 24

]

,

где μГ — гравитационный параметр Ганимеда; RГ — радиус Ганимеда;
hГ — высота пролета КА над поверхностью Ганимеда.

Тогда число пролетов Ганимеда, необходимых для поворота векто-

ра скорости на угол χ, составит n =
χ

Δχ
.

Пример расчета. Определим затраты импульса на формирова-
ние орбиты ИСЕ для двух случаев: в первом случае КА выходит на
орбиту Европы без совершения каких-либо маневров, во втором пред-
варительно выполняет некоторое число пролетов в сфере действия
Ганимеда. Значения физических параметров тел Солнечной системы,
используемые в расчете, указаны в [4, 5].
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В результате расчета межпланетной траектории получен импульс
скорости, необходимый для старта космического аппарата с низкой
околоземной орбиты (в случае прямого перелета Земля–Юпитер)
ΔV1 = 8,15 км/с и гиперболический избыток скорости относительно
Юпитера ΔV2 = 4,55 км/с. Время перелета составит приблизительно
26 месяцев.

Тормозной импульс для формирования круговой экваториальной
орбиты ИСЕ высотой 100 км равен 6,53 км/с. Затраты импульса на пе-
ревод КА на полярную орбиту (поворот плоскости полета с помощью
модифицированного трехимпульсного маневра) составят 1,28 км/с.

В случае предварительного выполнения гравитационных маневров
значение необходимого тормозного импульса составит 4,42 км/с. В ре-
зультате пролетов Ганимеда вектор скорости КА должен быть повер-
нут на угол χ = 88,2◦. За один пролет Ганимеда на высоте hГ = 100 км
вектор поворачивается на угол Δχ = 7,8◦, т.е. для максимально воз-
можного снижения величины импульса требуется совершить 12 про-
летов.

Заключение. Достоинством подобной схемы перелета являет-
ся существенное снижение тормозного импульса (с 6,53 до 4,42 км/с,
т.е. на 2,11 км/с), т.е. уменьшение необходимого запаса топлива, сни-
жение общей массы аппарата и повышение доли полезной нагрузки.
Значение стартового импульса (в данном случае при прямом переле-
те Земля–Юпитер он составляет 8,15 км/с) можно уменьшить за счет
использования для разгона гравитационных полей внутренних планет
Солнечной системы [6, 7].

Недостатками приведенной схемы является увеличение длительно-
сти перелета и достаточно продолжительный период нахождения КА
в зоне радиационных поясов Юпитера. Поток электронов может пред-
ставлять серьезную опасность для КА ввиду большого риска повре-
ждения бортовой аппаратуры радиацией [8–10]. Также приведенный
расчет не учитывает гравитационные потери и затраты импульса на
коррекцию траектории для обеспечения встреч с Ганимедом, которые
могут составить несколько сот метров в секунду.
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