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В практике испытаний изделий на механические воздействия весь-
ма актуален вопрос об обосновании возможности проведения так на-
зываемых эквивалентных испытаний. Необходимость в этом возника-
ет, если по каким-либо причинами (чаще всего обусловленным огра-
ниченностью эксплуатационных характеристик имеющегося оборудо-
вания) не удается полностью воспроизвести параметры заданных ре-
альных воздействий. В этом случае их заменяют доступными, но при
условии одинаковости реакции объекта испытаний в том или ином
смысле в обоих случаях. Задача, связанная с выбором количествен-
ного критерия эквивалентности условий испытаний, предполагает ис-
пользование адекватных математических моделей воздействия и объ-
екта испытаний, чтобы теоретически исследовать реакцию (отклик)
последнего на заданные воздействия. Общая теория эквивалентных
испытаний до сих пор не разработана, обычно рассматривается об-
щая постановка задачи и приводятся частные примеры возможного ее
решения [1–3].

В качестве критерия эквивалентности необходимо выбрать тот или
иной конечный (интегральный) параметр реакции объекта испыта-
ний. Например, в работе [4] показано, что, используя неоднозначность
ударного спектра реакции объекта, можно обеспечить равенство мак-
симального уровня реакции (в виде деформации или смещения) при
воздействии импульса меньшей длительности, чем реальный, что да-
ет большой эффект по энергетике испытательного оборудования. Это
равенство может быть обеспечено также путем подбора стендовых
параметров воздействия заданной формы. При таком подходе следу-
ет учитывать неодинаковость развития реакции объекта во времени.
Классической считается задача об эквивалентности стационарной уз-
кополосной случайной, и детерминированной вибрации, постоянной
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или переменной (качающейся) в узком диапазоне частоты, однако при
установлении условий эквивалентности приравниваются параметры
воздействия, имеющие разную феноменологическую природу (напри-
мер, амплитуда и среднеквадратическое отклонение), к тому же без
учета реакции объекта.

Испытание на виброустойчивость. Рассмотрим сначала возмож-
ность решения этой задачи путем замены широкополосной вибрации
последовательностью узкополосных воздействий. Количественно ста-
ционарный случайный процесс X (t) описывают известной парой ин-
тегральных преобразований Винера–Хинчина [5]:

Kx (τ) =

∞∫
−∞

Sx (ω) e
jωτdω = 2

∞∫
0

Sx (ω) cos (ωτ) dω;

Sx (ω) =
1

2π

∞∫
−∞

Kx (τ) e
−jωτdτ =

1

π

∞∫
0

Kx (τ) cos (ωτ) dτ,

где Kx (τ) — корреляционная функция; Sx (ω) — спектральная плот-
ность. С практической точки зрения удобнее пользоваться частотой f ,
измеряемой в герцах, тогда получим

Kx (τ) = 2π

∞∫
−∞

Sx (ω) e
jωτdf =

=

∞∫
−∞

S̄x (f) e
j2πfτdf = 2

∞∫
0

S̄x (f) cos (2πfτ ) df, (1)

где

S̄x (f) = 2πSx (ω) =

∞∫
−∞

Kx (τ) e
−j2πfτdτ = 2

∞∫
0

Kx (τ) cos (2πfτ ) dτ.

При этом дисперсия, являющаяся мерой мощности процесса, согласно
(1) равна

Dx = σ2x = Kx (0) = 2

∞∫
0

S̄x (f) df, (2)

где σx — среднеквадратическое отклонение (СКО).
На практике исходную спектральную плотность чаще всего задают

в положительной области частот, т.е. в виде зависимости 2S̄x (f). При
ограничении длительности реализации процесса и рассматриваемого
частотного диапазона в приведенных формулах указываются конкрет-
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ные пределы интегрирования. Так, если спектральная плотность за-
дана в пределах диапазона, ограниченного частотой среза fc, то при
разбиении этого интервала на n поддиапазонов одинаковой ширины
δf с учетом (2) можно записать

Dx = 2

fc∫
0

S̄x (f) df = 2
n∑
i=1

fi+δf∫
fi

S̄x (f) df =
n∑
i=1

Dxi,

где

Dxi = σ2xi = Kxi (0) = 2

fi+δf∫
fi

S̄x (f) df = 2S̄xiδf (3)

— парциальная дисперсия. Отсюда формально следует, что дисперсия
исходного воздействия равна сумме дисперсий составляющих, задан-
ных в пределах поддиапазонов, и оба варианта должны быть экви-
валентными с точки зрения суммарной реакции объекта испытаний.
Однако это будет справедливо, лишь если все полосовые воздействия,
например вырезаемые из белого шума, будут поступать на вход иссле-
дуемого объекта одновременно.

Представим входное центрированное случайное воздействие в ви-
де канонического разложения В.С.Пугачева [5, 6]:

◦
X (t) = X (t)−mx (t) =

∑
viϕi (t) ,

где vi — случайные некоррелированные коэффициенты с математиче-
скими ожиданиями, равными нулю; ϕi (t) — детерминированные (ко-
ординатные) функции; mx (t) — математическое ожидание. Канони-
ческое разложение корреляционной функций такого процесса имеет
вид

Kx (t1, t2) =
∑

Diϕi (t1)ϕi (t2) ,

где Di — дисперсии коэффициентов vi, а дисперсия процесса при
t1 = t2 = t

Dx (t) =
∑

Diϕ
2
i (t) .

Как известно, в каноническом разложении стационарного случай-
ного процесса фигурируют гармонические функции времени с часто-
тами, кратными π/T (T — длительность реализации), и в этом случае
Dx =
∑

Di = const. При подаче такого процесса на вход линейной
системы с оператором W реакция

◦
Y (t) = W

{ ◦
X

}
=

◦
Y (t) =

∑
viW {ϕi (t)} =

∑
viψi (t) (4)

также будет представлена в виде канонического разложения по но-

24 ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2012. № 2



вым координатным функциям ψi (t). Если входное воздействие — это
последовательность процессов равной длительности Т , то его можно
представить в виде

◦
X (t) =

∑ ◦
Xj (t− Tj) =

∑∑
vijϕij (t− Tj) ,

где Tj = (j − 1)T . Тогда на выходе получим
◦
Y (t) =

∑ ◦
Y j (t− Tj) =

∑∑
vijψij (t− Tj) . (5)

Этот процесс будет иметь весьма сложную структуру: он состоит из
переходных колебаний, возбуждаемых сдвинутыми во времени воздей-
ствиями ограниченной длительности (Tj ≤ t ≤ Tj + T ), и постепенно
затухающих во времени (если система устойчива) и установившихся

колебаний. Однако
◦
Y (t) в общем случае нельзя считать стационар-

ным процессом, этот факт отмечается в работе [7], где анализирует-
ся реакция линейной системы на воздействие нескольких случайных
стационарных воздействий; приведенную там формулу для дисперсии
реакции (см. [7], формула (5.553)) в рассматриваемом случае можно
представить в виде

DY (t) =
∑∑ t∫

0

gi (τ1)

⎡
⎣ t∫
0

gj (τ2)KXiXj (τ2 − τ1) dτ2

⎤
⎦ dτ1,

где g (t) – импульсная переходная функция системы. Очевидно, что
эквивалентность воздействия в данном случае может быть обеспечена
при равенстве (или допустимом отличии) каких-либо характеристик
реакции объекта, определяемых по формулам (4) и (5) соответствен-
но. Для такого сравнения необходима адекватная математическая мо-
дель объекта испытаний, поскольку количественная оценка реакции
возможна, если известна передаточная функция (комплексный коэф-
фициент передачи) системы либо импульсная переходная функция,
которая может быть определена только экспериментально. Поэтому
задача обоснования количественного критерия эквивалентности при
таком воздействии становится практически неразрешимой.

Следует отметить, что именно такая задача возникла на практике.
На предприятии ОАО “Импульс” в связи с организацией испытаний
одного из изделий на воздействие случайной квазистационарной ви-
брации с заданной (широкополосной) спектральной плотностью. Из-за
отсутствия технической возможности формирования такого воздей-
ствия предлагалось заменить его последовательностью узкополосных
случайных вибрационных воздействий, имеющих ограниченную дли-
тельность. Заданный заказчиком закон спектральной плотности в виде
2S̄x (f) представлен в табл. 1, а программа воспроизведения его при
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Таблица 1
Квазистационарная высокочастотная случайная вибрация

Поддиапазоны частот, Гц Спектральная плотность виброускорения Sx, g2/Гц

20. . . 50 0,08. . . 0,2

50. . . 100 0,2. . . 0,4

100. . . 200 0,4

200. . . 500 0,4. . . 0,16

500. . . 1000 0,16. . . 0,08

1000. . . 2000 0,08. . . 0,04

П р и м е ч а н и е. Общая продолжительность действия 600 с.

Таблица 2
Результаты испытаний изделий на воздействие случайной вибрации

Поддиапазоны
частот, Гц

Спектральная плотность
ускорения Sx, g2/Гц

Среднеквадратическое
значение ускорения σx, g

20. . . 30 0,08 0,9

30. . . 50 0,2 2,0

50. . . 70 0,2 2,0

70. . . 100 0,4 3,46

100. . . 250 0,4 4,47 (3)

250. . . 300 0,32 4,0

300. . . 350 0,3 3,9

350. . . 400 0,25 3,5

400. . . 450 0,2 3,16

450. . . 550 0,16 2,83 (2)

550. . . 600 0,14 2,65

600. . . 650 0,12 2,45

650. . . 700 0,11 2,35

700. . . 800 0,10 3,16

800. . . 1400 0,08 2,82 (6)

1400. . . 1700 0,06 2,45 (3)

1700. . . 2000 0,04 2,0 (3)

П р и м е ч а н и е. Длительность вибрации в каждом поддиапазоне около 20 с; в скоб-
ках указано число равных частотных интервалов в поддиапазоне при постоянстве
уровня спектральной плотности.
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Рис. 1. Графики спектральной плотно-
сти (1 и 2 — см. табл. 1 и 2)

испытаниях — в табл. 2. Весь ча-
стотный диапазон разбит на уз-
кополосные поддиапазоны, и на
вход объекта следовало подавать
соответствующие вибрации про-
должительностью Т ≈ 20 с. При-
веденные в табл. 2 среднеквадра-
тические значения ускорения рас-
считывались по формуле (3):

σxi =
√
2
(
S̄xi
)
cp

δf.

Табличные данные были об-
работаны в среде математическо-
го компьютерного пакета MathCAD, построение графиков спектраль-
ных плотностей проводилось путем усреднения значений в пределах
заданных частотных диапазонов. Эти графики практически совпада-
ют, что наглядно видно при их совмещении на рис. 1, где цифрами 1
и 2 отмечены данные, относящиеся к табл. 1 и 2 соответственно.

Согласно зависимости (1) можно записать

Kx (τ) = 2

fc∫
0

S̄x (f) cos (2πfτ ) df, (6)

где fc = 2000Гц — частота среза. Для вычисления данного интеграла
необходимо ввести некоторую аналитическую аппроксимацию зави-
симости 2S̄x (f). Сначала преобразуем подынтегральное выражение:

˜̄Sx (f) =
2S̄x (f)[
2S̄x (f)

]
max

; f̄ =
f

f0
,

где f0 — частота, соответствующая максимуму заданной спектральной
плотности. Как следует из данных табл. 1, f0 ≈ 200Гц и соответ-
ственно f̄c ≈ 10. В результате формула (6) преобразуется следующим
образом:

K̃x (τ) =
Kx (τ)[

2S̄x (f)
]
max

f0
=

f̄c∫
0

˜̄S
(
f̄
)
cos
(
2πf0f̄ τ

)
df̄ =

=

f̄c∫
0

˜̄S
(
f̄
)
cos
(
αf̄τ
)
df̄ ,

где α = 2πf0 · 10−3, мс−1. Данный подход упрощает вычисления, по-
скольку используются нормированные (безразмерные) величины, за
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Рис. 2. Интерполяция кубическими
сплайнами

Рис. 3. Нормированная корреляционная
функция

исключением τ . Размерность τ сохранена для определения интерва-
ла корреляции из условия Kx (τ0) = 0. Известно, чтобы статисти-
ческие свойства стационарного случайного процесса были близки к
истинным, длительность реализации должна не менее чем в 3–4 ра-
за превышать τ0. Последующие вычисления вновь организуем в сре-
де MathCAD, воспользовавшись методом интерполяции кубическими
сплайнами (рис. 2). На рис. 3 представлена нормированная корреляци-
онная функция. Видно, что интервал корреляции τ0 ≈ 1мс, т.е. дли-
тельность реализации при испытаниях должна быть не менее 3. . . 4 мс;
очевидно, что это требование на практике заведомо будет выполнено.

Представим для наглядности объект испытаний в виде простейше-
го одномерного осциллятора (колебательной системы с одной степе-
нью свободы), описываемого известным уравнением

d2x

dt2
+ 2h

dx

dt
+ Ω2x = gk (t) ,

где x — реакция (отклик) объекта (для механической системы это сме-
щение или деформация); 2h— коэффициент демпфирования; Ω = 2πF0
— круговая частота собственных колебаний; F0 — доминирующая соб-
ственная частота; k (t) — закон внешнего воздействия в виде перегруз-
ки. Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) такой системы имеет
вид

A (ω) = |W (jω)| = g√
(Ω2 − ω2)2 + (2h)2 ω2

,

где W (jω) — комплексный коэффициент передачи системы. Из те-
ории преобразования стационарных сигналов линейными системами
известно, что спектральные плотности реакции X и входного воздей-
ствия Y связаны соотношением

Sx (ω) = Sy (ω)A
2 (ω) ,
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т.е. дисперсия реакции

Dx = σ2x =

ωc∫
0

Sy (ω)A
2 (ω) dω. (7)

Пусть заданная спектральная плотность Sy (ω) разбита на поддиа-
пазоны и при испытаниях воспроизводится лишь соответствующий
узкополосный случайный процесс с усредненной в пределах i-го под-
диапазона спектральной плотностью Syi, причем можно считать, осо-
бенно при относительно узкой ширине поддиапазона, что Syi = S (ωi).
Тогда дисперсия соответствующей реакции системы будет равна

Dxi = σ2xi =

ωi+δω∫
ωi

Sx (ω) dω ≈ Syi

ωi+δω∫
ωi

A2 (ω) dω.

Отсюда видно, что полосовая спектральная плотность как бы вырезает
площади определенных участков квадрата АЧХ системы.

Таким образом, поставленная задача в рассмотренном случае сво-
дится к сравнению полной дисперсии реакции, определяемой по фор-
муле (7), со значениями Dxi и соответствующими СКО: σx =

√
Dx и

σxi =
√
Dxi. При этом очевидно, что большое значение будет иметь

собственная (резонансная) частота объекта по отношению к частоте
среза fc. Для исключения размерных величин преобразуем выражение
(7) следующим образом:

Dx = 2πf0 (Sy)maxW
2 (0)

f̄c∫
0

S̄y
(
f̄
)
W̄ 2
(
f̄
)
df̄ ,

где W (0) = g/ω20 — статическая АЧХ объекта;

W̄
(
f̄
)
=

W (ω)

W (0)
=

1√[
1− (βf̄)2]2 + (εβf̄)2

; ε =
2h

Ω
; β =

f0

F0
.

Таким образом, из выражения (7) получим

D̃x = σ̃2x =
Dx

2πf0 (Sy)maxW
2 (0)

=

f̄c∫
0

S̄y
(
f̄
)
W̄ 2
(
f̄
)
df̄ , (8)

а для i-го полосового воздействия

D̃xi = σ̃2xi = S̄yi

f̄i+δf̄∫
f̄i

[
W̄
(
f̄
)]2

df̄ .

ISSN 0236-3941. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Машиностроение”. 2012. № 2 29



Рис. 4. СКО для узкополосной вибра-
ции

Принимаем для конкретности
значения ε = 0,1 и β = 0,25 (т.е.
F0 = 4f0 = 800Гц), АЧХ при
таких параметрах будет иметь
четко выраженный резонансный
пик. На рис. 4 представлены зави-
симости σ̃xi

(
f̄i
)
при трех значе-

ниях ширины частотных поддиа-
пазонов: 50, 100 и 200 Гц, что со-
ответствует δf̄ = 0,025; 0,05; 0,1.
Следует отметить, что практиче-
ски совпадающие результаты по-
лучаются и при усреднении АЧХ

в пределах ширины поддиапазона, особенно при размытом резонанс-
ном пике, т.е. на практике вполне приемлемо следующее выражение
для дисперсии реакции на узкополосное воздействие:

D̃xi = σ̃2xi = S̄yi
(
W̄i

)2
δf̄ ,

где можно принять W̄i =
[
W̄
(
f̄i
)
+ W̄
(
f̄i + δf̄

)] /
2. Расчет по за-

висимости (8) дает следующий результат: D̄x = 15,56; σ̃x = 3,945.
Эквивалентными заданное широкополосное воздействие и совокуп-
ность узкополосных воздействий можно, очевидно, считать только в
том случае, если последние поступают на вход объекта одновременно.
При подаче их на вход с временным сдвигом эквивалентность не мо-
жет быть обеспечена. В связи с этим возможна следующая, несколько
искусственная, постановка задачи испытания. Если характерная (до-
минирующая) резонансная частота объекта известна, то в качестве
эквивалентного полосового воздействия можно использовать такое,
средняя частота спектральной плотности которого близка к резонанс-
ной частоте объекта, а уровень должен быть выбран с таким расчетом,
чтобы СКО соответствовало случаю возбуждения широкополосным
воздействием. При этом энергоемкость эквивалентного воздействия
может оказаться соизмеримой с энергоемкостью реального воздей-
ствия. Следует также учитывать, что законы изменения соответствую-
щих (эквивалентных по СКО) узко- и широкополосного воздействий
во времени будут в среднем различны.

Корреляционные функции реакции на широкополосное и узкопо-
лосное воздействия имеют вид

K̃x (τ) =

f̄c∫
0

S̄y
(
f̄
)
W̄ 2
(
f̄
)
cos
(
αf̄τ
)
df̄ ;
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K̃xi (τ) = S̄yi

f̄i+δf̄∫
fi

W̄ 2
(
f̄
)
cos
(
αf̄τ
)
df̄ .

Если во втором выражении заменить W̄ 2
(
f̄
)
его средним значе-

нием, то полосовая корреляционная функция будет пропорциональна
интегралу

f̄i+δf̄∫
f̄i

cos
(
αf̄τ
)
df̄ =

= 2

(
f̄i +

δf̄

2

)
cos

α
(
δf̄
)
τ

2

sin
[
α
(
f̄i +

δf̄
2

)
τ
]

α
(
f̄i +

δf̄
2

)
τ

≈

≈ 2f̄i cos
α
(
δf̄
)
τ

2

sin
(
αf̄iτ
)

αf̄iτ
,

т.е. корреляционная функция представляет собой относительно высо-

кочастотную функцию типа
sin x

x
с низкочастотной огибающей.

Испытания на вибропрочность. Основные результаты исследо-
вания закономерностей усталостного разрушения достаточно полно
обобщены, например в работах [8–10]. Наиболее распространен под-
ход, основанный на использовании кривых (линий) Велера, устанавли-
вающих зависимость напряжения разрушения от числа циклов изме-
нения нагрузки. Усталостные свойства различных материалов опреде-
ляют при использовании стандартных образцов. Согласно теории ли-
нейного накопления усталостных повреждений (гипотеза Майнера),
условие появления трещин записывается в виде

S =
∑ n (σk)

N (σk)
≥ 1, (9)

где n — число циклов при амплитуде напряжения σk; N — число
циклов, соответствующих моменту возникновения трещин при той
же амплитуде напряжения. Известные экспериментальные данные не
опровергают правило линейного суммирования как статистическую
гипотезу [8]. Рассматривая проблему установления условий эквива-
лентности нагружения конструкции в реальных и лабораториях усло-
виях, авторы работы [2] связывают действующие напряжения и уско-
рения линейной зависимостью и ориентируются на резонансную ча-
стоту f0 конструкции, представленной в виде колебательной системы
с одной степенью свободы. В этой работе исходными также являются
кривые Велера и линейный закон накопления повреждений. В работе
[10] при установлении эквивалентности предлагается заменять дей-
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ствительное усталостное повреждение при случайном процессе нагру-
жения (пренебрегая реализационным рассеянием) средним значением
и считать его детерминированным.

Указанные подходы не позволяют решить основную инженерную
задачу — прогнозировать вибропрочность конструкции в реальных
условиях ее эксплуатации. Недостатки этих подходов сводятся в
основном к следующему:

— результаты испытаний стандартных образцов в большинстве слу-
чаев невозможно распространить на реальные конструкции;

— кривые Велера не учитывают частоту возмущения, а имеющи-
еся сведения о влиянии частоты нагрузки на усталостную прочность
крайне недостаточны;

— основной характеристикой усталостной прочности является на-
пряженное состояние образца, однако взаимосвязь между амплитуда-
ми напряжения и ускорения может быть установлена не всегда, что
также затрудняет пересчет на реальные условия эксплуатации кон-
струкции. Я.Б.Фридман, отмечая повышение усталостной прочности
в области малых и средних частот, связывает это явление с увели-
чением скорости деформирования и нагружения по мере возрастания
частоты [11].

Иной подход к оценке вибропрочности конструкции можно обо-
сновать следующим образом. Любую конструкцию с этой точки зре-
ния можно охарактеризовать некоторым пороговым (критическим) со-
стоянием. Разрушение (выход из строя) конструкции происходит в
том случае, если при циклически изменяющемся воздействии параме-
тры указанного порогового состояния будут превышены в результате
накопления остаточных (усталостных) эффектов. Таким образом, ре-
шающим является не механизм развития этих эффектов, а сам факт
выхода конструкции из строя. Такую модель усталостного разруше-
ния называют феноменологической: мера повреждения v (0 ≤ v ≤ 1)
вводится аксиоматически. Обычно считают, что мера подчиняется ки-
нетическому уравнению

dv

dt
= f (v, S) ,

где S (t) — характеристика нагрузки. Задачи оценки усталостной проч-
ности можно также решить с помощью теории надежности (кумуля-
тивная модель отказов) и выбросов (минимальное время выхода век-
тора v̄ за пределы заданной области Ω) [8].

Момент разрушения зависит от параметров воздействия и свойств
системы. Следовательно, задача сводится к выбору такого критерия,
который объединял бы характеристики воздействия и конструкции не-
зависимо от их специфических особенностей. Единственно возмож-
ным в этом смысле является энергетический критерий, включающий
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в себя энергию воздействия до разрушения конструкции Э . Последняя
же определяется однозначно при воздействии a (t) любого вида и из-
вестном времени до разрушения (долговечности) Tp. Действительно,
при детерминированном воздействии

Э =

Tp∫
0

a2 (t) dt,

а при полигармоническом (периодическом)

Э = a2 (t)Tp,

где a2 (t) =
1

T

T∫
0

a2 (t) dt =
∞∑
k=1

(
c2k
/
2
)
— средняя (за период Т) мощ-

ность воздействия, а ck — амплитуда k-й гармоники. Очевидно, что
число циклов изменения воздействия до разрушения N = f1Tp, где
f1 = 1/T — частота основной гармоники. При нестационарном слу-
чайном воздействии

Э =

Tp∫
0

D (t) dt.

Наконец, при стационарном возмущении (дисперсия как мера мощно-
сти процесса постоянна)

Э = DTp.

Следовательно, энергия до разрушения может служить обобщен-
ной характеристикой порогового состояния конструкции, она опре-
деляется однозначно при любом характере воздействия и интегрально
учитывает все специфические особенности как воздействия, так и кон-
струкции и, следовательно, дает косвенное описание напряженного
состояния. Отсюда же следует и вывод о принципиальной возмож-
ности обоснования эквивалентных условий нагружения конструкции.
Критерием усталостной прочности может быть некоторый комплекс,
зависящий от Э, количественные значения которого должны быть ин-
вариантными для нагрузок различного вида при выполнении соответ-
ствующих условий. Выявление структуры такого критерия предста-
вляет собой весьма сложную задачу. Значение Э при прочих равных
условиях многократных опытов будет неизбежно иметь разброс, рас-
четным может быть среднее или наивероятнейшее значение.

Очень важен вопрос о влиянии спектральных особенностей воз-
действия. Например, при стационарном воздействии время до разру-
шения Tp будет существенно зависеть (при одинаковой дисперсии) от
структуры спектральной плотности S (ω). Ее специфические особен-
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ности могут быть охарактеризованы с помощью спектрокорреляцион-
ной функции (СКФ) [12]

ψx (Δω) =

∞∫
−∞

Sx (ω −Δω)Sx (ω) dω =
1

2π

∞∫
−∞

k2x (τ) e
−jΔωτdτ ;

CKФ соответствует интегральное преобразование

k2x (τ) =

∞∫
−∞

ψ (Δω) ej(Δω)τd (Δω) .

Показано, что СКФ улавливает достаточно тонкие различия в фор-
ме Sx (ω) для процессов, имеющих одинаковую дисперсию.

Энергетический подход позволяет преобразовать некоторые из из-
вестных соотношений в теории усталостной прочности. Например,
закон линейного накопления повреждений (9) можно представить в
виде

S =
∑
k

tkfkσ
2
k

2fkЭ (fk)
=
∑
k

σ2ktk

2Э (fk)
=
∑
k

Эk
Э (fk)

,

где Эk — энергия воздействия длительностью tk; Э (fk) — энергия
разрушения на частоте fk.

В работе О.Ф. Трофимова [13] дана количественная оценка на-
копления повреждений, основанная на сопоставлении энергетической
структуры случайных процессов:

Tpm
3/2
2

m
1/2
4

= Tp

√
m2

m4

= const, (10)

гдеmk =

∞∫
0

ωkS (ω) dω — моменты спектральной плотности. С учетом

того, что

m2 =

∞∫
0

ω2S (ω) dω = −k′′ (0) , m4 =

∞∫
0

ω4S (ω) dω = kIV (0) ,

выражение (10) можно представить в виде

Tp

√
− [k

′′ (0)]3

kIV (0)
= const.

Предлагаемая оценка накладывает определенные ограничения на
вид корреляционной функции, которая, в частности, должна быть
четырежды дифференцируемой в начале координат. Этому условию,
как известно, удовлетворяют процессы достаточно узкого класса.
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Если ввести нормированную по дисперсии корреляционную функцию
ρ (τ) = k (τ) /D, то k′′ (0) = Dρ′′ (0) и kIV = DρIV (0); тогда

Tp

√
− [k

′′ (0)]3

kIV (0)
=
1

2
DTp · 2

√
− [ρ

′′ (0)]3

ρIV (0)
= 2Э

√
− [ρ

′′ (0)]3

ρIV (0)
= const.

(11)

Видно, что энергия разрушения непосредственно входит в этот
комплекс, в принципе являющийся разновидностью критерия уста-
лостной прочности при стационарном случайном воздействии. Если
принять ρ (τ) = exp (−β2τ), то ρ′′ (0) = −2β2 и ρ′′ (0) = 12β4и соот-
ветственно √

− [ρ
′′ (0)]3

ρIV (0)
= β

√
2

3
,

а критерий (11) приобретает вид Эβ = const. Адекватность соотно-
шений подобного типа должна быть подтверждена экспериментально.

Некоторые предварительные данные получены в процессе иссле-
дования усталостной прочности специальных образцов при гармони-
ческом воздействии. Чувствительными элементами образцов были ре-
зисторы типа МЛТ-2 в специальных сборках — они закреплялись на
платах по несколько штук и включались в индикаторную электриче-
скую схему. Признаком выхода из строя является усталостное разру-
шение одного из выводов резистора — при этом фиксируется время
от начала нагружения до разрушения Tp. В опытах определяли за-
висимость между Tp и параметрами гармонического возмущения —
частотой f и амплитудой ускорения на столе вибростенда am. Чис-
ло циклов нагрузки до усталостного разрушения образца N = fTp.
В табл. 3 приведены результаты обработки данных, соответствующих
амплитуде виброускорения am = 17,5g: mT = (Tp)cp — математи-

ческое ожидание Tp; σ2T — дисперсия Tp; Э =
1

2

(
am

g

)2
(Tp)н

— наивероятнейшее значение энергии разрушения. Значения коэффи-
циента вариации σT/mT , приведенные в табл. 3, близки к значению,

Таблица 3
Результаты обработки данных испытаний на вибропрочность

f , Гц mT , с σ2T , с
2 σT , с σT /mT (Tp)ij , с Э, с

100 601 8,29 · 104 289 0,480 481 7, 36 · 104
150 236 1, 495 · 104 122 0,517 189 2, 89 · 104
175 320 2, 94 · 104 171 0,534 256 3, 92 · 104
200 1003 18, 1 · 104 425 0,423 802 12, 2 · 104
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которое характерно для закона распределения Рэлея [5]:

σ

m
=

√
4

π
− 1 = 0,522.

В качестве наивероятнейшего принято значение Tp, соответствую-
щее максимуму этого закона, т.е.

(Tp)н
mT

=

√
2

π
∼= 0,8.

Кривые (Tp)н (f) имеют четко выраженный минимум в районе ре-
зонансной частоты образца (150 Гц), что наглядно видно на рис. 5. На
фиксированной частоте, но при различных виброускорениях значения
Tp значительно различаются (на резонансе примерно в 2 раза). Для
проверки приемлемости энергетического подхода указанные кривые
были пересчитаны в зависимость Э (f). Полученные при этом точ-
ки оказались достаточно близкими, что позволило построить единую
(усредненную) кривую, показанную на рис. 6. Разброс расчетных то-
чек на частоте 150 Гц составляет ±17%.

Таким образом, даже на основе этих ограниченных данных мож-
но сделать вывод о том, что энергия воздействия до разрушения, по
крайней мере при гармоническом законе, действительно инвариантна
на данной частоте и поэтому может быть использована при формиро-
вании критерия усталостной прочности. Внешним признаком такой
возможности является стягивание кривых Tp (f) в единую кривую
Э (f). Этот факт позволяет оценить ожидаемую долговечность при
заданном значении действующего ускорения am или по требуемой
долговечности найти допустимое значение виброускорения.

Еще бо́льшие перспективы могут быть в том случае, если для од-
нотипных по конфигурации образцов нормированные по Эmin и f0

Рис. 5. Время до разрушения:
1 — am = 17,5g; 2 — am = 10g

Рис. 6. Усредненная зависи-
мость Э (f)Э (f)Э (f)
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кривые будут либо совпадать, либо несущественно различаться в пре-
делах рабочего диапазона частот. Если построить зависимость Э/Эmin
от λ = f/f0, то при совпадении нормированных кривых достаточно
будет, определив резонансную частоту испытуемого образца, экспери-
ментально оценить длительность воздействия до разрушения на этой
частоте. Значение воздействия может быть произвольным (с учетом
инвариантности энергии до разрушения), но не должно, очевидно,
быть меньше того, которое соответствует пределу выносливости σ−1.
Обозначим это значение (am)−1 (не исключено, что оно зависит от
частоты виброускорения), найдем его, используя выражение для нор-
мированной средней линии Велера, несколько преобразовав его:

(am)−1 =
am(

2 · 106
N

)1/2 ,
а также воспользовавшись имеющимися экспериментальными данны-
ми. В описанных опытах на резонансной частоте 150 Гц (am)−1 оказы-
вается равным 6,4g и 10,3g. Различие можно, по-видимому, объяснить
нелинейностью зависимости между амплитудами напряжений на вы-
водах испытуемого образца и действующего ускорения.

Таким образом, на основе энергетического подхода можно инте-
грально описать свойства воздействия и конструкции, если абстраги-
роваться от напряженного состояния (учитываемого косвенно). Кон-
кретный вид критериев усталостной прочности зависит от специфиче-
ских особенностей конструкции и воздействия и может быть научно
обоснован лишь при накоплении достаточного объема эксперимен-
тальных данных.
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